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La psychologie cognitive repr �esenteun courant majeur dans la psychologie
comptemporaine. Son but, pour l'essentiel, est l' �etude des activit �es men-
tales, c'est �a dir e, l'acquisition, le stockage, la r �ecup�eration et l'utilisation
de l'information ou des connaissances.Les points forts de cette approche
portent sur l' �etude de la m�emoire, de la perception, de la reconnais-
sance des formes, de la r �esolution de probl �emes, etc. La psychologie
cognitive a h�erit �e du courant comportementaliste ( ' ' le behaviorisme( ( ) une
m�ethodologie exp�erimentale rigour euse, mais se s�epare de cet ancêtre en
acceptant l' �etude de processusmentaux inobservables dir ectement. Une
source importante de ce changement de perspective fut l'utilisation de
l'or dinateur comme mod�ele (Cf. Rumelhart, 1977; Lachman et al., 1979;
Abdi, 1986; Quinlan, 1991; Tiberghien, 1991), et la plupart des psycho-
logues d �e�nissent la psychologie cognitive comme l' �etude du traitement
de l'information humain. Selon cette approche, nous traitons l'information
par une s�equenced' �etapes successives.De telles s�equencessont classique-
ment repr �esent�ees par des organigrames semblables �a ceux utilis �es par
les informaticiens pour d �ecrire leurs algorithmes (�a tel point que certains
psychologues ont pu s'amuser de leurs|jeunes|coll �eguesen remarquant
que la psychologie semblait dans certains casconduir e �a un comportement
quasi-obsessionnelde dessin de losangeset de carr�es avec des 
 �echesau-
tours, Cf. Underwood, 1975).

Malgr �e ses exc�es, la m�etaphore informatique s'est r �ev�el�ee dans bien
des cas fructueuse. Mais certains critiques notent que le cerveau par sa
structure mêmedif f �ere d'un ordinateur s�equentiel. Cette critique sera la
base du courant ' ' connexioniste( ( . En effet, une particularit �e essentielle du
cerveau r �eside dans son parall �elisme et sa lenteur compar �e �a un ordina-
teur s�equentiel classique. Le cerveau est compos�e d'un vaste ensemble
de neurones (de l'or dre de 10)*) ), chacun d'eux reli �e �a un grand nom-
bre d'autr es neurones (de l'or dre de 10+ �a 10, connexions par neurone).
Chacun de cesneurones fonctionne comme un int �egrateur �el�ementaire (et
relativement lent) d'information travaillant ' ' en parall �ele ( ( . Ces neurones
sont eux-même regroup �es en noyaux ou centres plus ou moins sp�ecialis�es
dans certains types de traitement d'information (e.g.,centre moteurs, sen-
sitifs, etc.). Encore que certaines fonctions puissent être localis�eesavec une
certaine pr �ecision, d'autr es �echappent �a ces tentatives, en particulier, les
fonctions ' ' sup�erieures ( ( , ainsi que le notait d �ej�a Lashley en 1950dans son
c�el�ebre essaisur ' ' la recherchedel'engramme( ( . De cefait, bien que le cerveau
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humain et l'or dinateur soient tous deux des � � machines�a traiter de l'infor-
mation � � , l'analogie comparant le cerveau Áa un ordinateur sÂequentiel com-
posÂe d'un processeurcentral et d'une mÂemoire passive paraÃ�t inad Âequate.
L'observation du comportementde ces deux � � machines � � suf�t, d'ailleurs,
Áa s'en convaincre. N'importe quelle calculatrice Áa 5 francs, surpasse la
plupart d'entr e nous pour la pr Âecision et la rapidit Âe de calcul. Dans
l'ensemble, l'or dinateur fait merveille pour r Âesoudre les probl Áemesde cal-
cul bien d�e�nis. A l'inverse, le cerveau humain est capable de rÂesoudre
avec bonheur des probl Áemes mal posÂes ou mal d Âe�nis. Comme, par ex-
emple, arriver Áa retrouver le nom d'une personne avec comme indice � � je
me souviens que �ca commence par C, et que j'ai rencontrÂe cette personne
en suisse� � , lorsque la personne s'appelle Paulette et que la rencontre a eu
lieu Áa Paris.

L' Âecole connexioniste pr ÂefÁere poser comme mod Áele simpli� Âe un en-
semble d'unit Âessimples (que l'on peut interpr Âeter comme des neuronesou
des ensemblesde neurones), avec des connexions entre ÂelÂements d'inten-
sitÂe modi �able. Un stimulus correspond dans cesmod Áeles Áa un vecteurde
valeurs d'activation, l'ensemble des connexions Áa une matrice, et la r Âeponse
du systÁeme Áa un vecteur. Le but de cessystÁemesest d' associerune r Âeponse
en sortie au stimulus pr ÂesentÂe en entr Âee, ou de transformer le stimulus en
r Âeponse.

Pour stocker de l'information, ou pour apprendre, ce systÁeme utilise
l'ensembledesconnexionsentre unit Âes, de l Áa les termes utilis Âes pour d Âecrire
cetteapproche: � � connexionisme � � , � � traitement distribu Âe et parall Áele de l'in-
formation � � , etc. Chaque unit Âe int Áegre l'ensemble de l'information re�cue
via les connexions, cette int Âegration Âetant lin Âeaire ou non (i.e., fonction
logistique, r Âeponse avec un plateau, etc.). La r Âeponse de chaque unit Âe est
une fonction simple de cette quantit Âe. L'appr entissage est possible par la
modi�cation de l'importance (i.e., du � � poids � � ) des connexions. Plusieurs
r Áegles d'appr entissage existent (Cf. Duda & Hart, 1973;Rumelhart & Mc
Clelland, 1986), avec comme caractÂeristique commune de n'utiliser pour
modi�er le poids des connexions que l'information localementdisponible
(i.e., input, rÂeponse de l'unit Âe, poids des connexions pour l'unit Âe). Pour
donner une id Âee intuitive de ces mod Áeles et de leur fonctionnement, on
dÂetaille dans un premier temps le mod Áele classique du premier mod Áele
connexioniste: le Perceptron.

Parmi les mod Áeles connexionistes on peut distinguer deux grandes
familles: les mod Áeles lin Âeaires, et les mod Áeles non-lin Âeaires. Dans ce qui
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suit, on donne une pr Âesentation plus formelle d'un membre reprÂesentatif
de chaque famille. Les mod Áeles lin Âeaires sont illustr Âes par les m�emoiresas-
sociativeslin �eaires, les mod Áelesnon-lin Âeairespar les � � machinesdeBoltzman� � .
Lorsque un mod Áele non-lin Âeaire comporte plusieurs couches, le problÁeme
de l'appr entissagepour les couchesinternes sepose. Une solution possible
est d'utiliser la technique dite de r Âetro-propagation de l'err eur dÂecrite en
®n de ce chapitre.

������� �
��������� ����!#"

Le perceptron peut Ãetre considÂerÂe comme le premier des rÂeseauxde neu-
rones. Il fut mis au point dans les annÂeescinquantes par Rosenblatt (1957,
1961). Comme son nom l'indique, le perceptron se pr Âesentait comme un
mod Áele de l'activit Âe perceptive. Le but du perceptron est d'associer des
con®gurations (i.e., des formes, ou des stimuli) pr ÂesentÂeesen entr Âee Áa des
r Âeponses. Le perceptron se compose, pour l'essentiel, de deux couchesde
neurones.

La premiÁere couche Âetait appelÂee, Áa l'origine, la r�etine du perceptron.
La deuxi Áeme couche donne la r Âeponse du perceptron correspondant Áa la
stimulation donn Âee en entr Âee (Rosenblatt, 1958,proposait une architecture
en apparence plus complexe, mais, de fait, Âequivalente Áa celle dÂecrite ici).

Par exemple, imaginons un perceptron composÂe d'une r Âetine de 10 $

10 = 100 cellules et d'une couche de sortie composÂee de 26 cellules. La
tÃache du perceptron sera de reconnaÃ�tre les lettres pr ÂesentÂeessur la r Âetine.

Chaque lettre devra Ãetre associÂee Áa une cellule de sortie. Ainsi, lorsque
la lettre % est pr ÂesentÂee sur la r Âetine, la premiÁere cellule de sortie doit Ãetre
active, et toutes les autres passives. Lorsque la lettre & est pr ÂesentÂee sur
la r Âetine, la cinqui Áeme cellule de sortie doit Ãetre active, et toutes les autres
passives,etc.

Les cellules de la premiÁere couche r Âepondent en oui/non. La r Âeponse
oui correspond Áa une valeur 1 en sortie pour le neurone. La r Âeponse non
correspond Áa une valeur 0 en sortie pour le neurone. Les cellules d'entr Âee
sont reliÂeesaux cellules de sortie grÃace Áa des synapsesd'intensit Âe variable.
L'appr entissage pour le perceptron s'effectue en modi®ant l'intensit Âe de
cessynapses(la r Áegle d'appr entissageest dÂetaill Âee plus loin). Les cellules
de sortie Âevaluent l'intensit Âe de la stimulation en provenance des cellules
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de la r Âetine en effectuant la somme des intensit Âesdes cellules actives. Avec
une formule:

"$# =

%

&('*)

',+-'

.

#0/ ( 1 )

Avec:2

"

# : activation de la 354

68796

cellule de sortie.2

)

'

: valeur de sortie (0 ou 1) de la :

4

68796

cellule de la r Âetine.2

+;'

.

# : intensit Âe de la connexion entre la :

4

6<796

cellule d'entr Âee et la 3

4

6<796

cellule de sortie.
Les cellules de sortie deviennent actives si leur degrÂe d'activation

dÂepasseun seuil ®xÂe notÂe =

# . Le plus souvent, le seuil =

# est ®xÂe Áa zÂero,
mais sans que cela soit nÂecessaire. Avec une formule:

>

# = ?

0 pour "

#A@

=

#

1 pour "

#AB

=

#

( C )

(Le fait d'utiliser un seuil =

# est Âequivalent Áa avoir une cellule d'entr Âee,
notÂee gÂenÂeralement

)�D

, toujours active). Le terme de biais de rÂeponseest
parfois utilis Âe comme un synonyme de seuil.

Un des premiers perceptrons mis au point par Rosenblatt s'appelait
Mark 1. Il comportait une rÂetine de 20 E 20 = 400 cellules. Les synapses
Âetaient reprÂesentÂees par des sÂeries de potentiom Áetres. Mark 1 occupait
l' Âequivalent d'un appartement de deux pi Áeces!

F(G�H5GJI-K

L�MANOLQP�RTSVU�U

I

L�WAXZY\[�[�S�MAL

Le principal probl Áeme pour le perceptron est d'arriver Áa trouver un en-
semble de valeurs pour les synapsestel que les con®gurations d'entr Âee se
traduisent par les rÂeponsesvoulues.

On peut envisager plusieurs r Áegles d'appr entissage, la plus connue
porte plusieurs noms. On l'appelle rÁegle de Widrow-Hoff (Cf. Widr ow &
Hof f, 1960;Sebestyen,1962;Nilsson, 1965;Duda & Hart, 1973),rÁegle Delta
(Rumelhart & McClelland, 1986),ou simplement rÁegle d'appr entissagedu
perceptron (Hecht-Nielsen, 1990). On pr ÂefÂerera, ici, le terme de r�egled`ap-
prentissagedeWidrow-Hoff. Pour apprendre, le perceptron doit savoir qu'il
a commis une erreur, et il doit connaÃ�tre la r Âeponsequ'il aurait d Ãu donner.
De ce fait, on parle d'apprentissagesupervisÂe.
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La rÁegle d'appr entissageest locale dans le sensque chaque cellule de
sortie apprend sansavoir besoin de connaÃ�tre la r Âeponsedesautrescellules.
Seuleimporte l'information qui lui est apport Âeepar les cellules de la r Âetine.
La r Áegle en elle-mÃeme est tr Áessimple. Tout d'abord, une cellule ne modi®e
l'intensit Âe de ses synapses (i.e., œ œ apprend • • ) que lorsqu'elle se trompe. Si
la cellule de sortie est active quand elle devrait Ãetre inactive, alors elle
diminue l'intensit Âe des synapses correspondant Áa des cellules actives de
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la r Âetine. Cela revient Áa diminuer l'intensit Âe de la stimulation arrivant Áa
la cellule de sortie. Si la cellule de sortie est inactive quand elle devrait
Ãetre active, alors elle augmente l'intensit Âe des synapses correspondant Áa
des cellules actives de la r Âetine. Cela revient Áa augmenter l'intensit Âe de la
stimulation arrivant Áa la cellule de sortie.

On pr Âesente,donc, l'ensemble des stimuli Áa apprendre au perceptron
(dans un ordre arbitrair e), et on permet au perceptron d'appr endre. Si
apr Áes une premiÁere pr Âesentation de l'ensemble des stimuli, le perceptron
commet encore des erreurs, on pr Âesentede nouveau l'ensemble des stimuli
(dans un nouvel ordre arbitrair e) en permettant aux cellules du perceptron
d'appr endre. La procÂedure se poursuit ainsi jusqu' Áa ce que le perceptron
soit capable de donner toutes les r Âeponsescorrectes.

De mani Áere plus gÂenÂerale, la r Áegle d'appr entissage de Widr ow-Hof f
s'Âecrit: "$#&%('*),+

-(. / =
"$#0%(+

-(. / + 1 ( 2

/43657/ ) 8

- =
"$#0%(+

-(. / + 9

"

-(. /�: ( ; )

Avec:<

9

"

-(. / : changement Áa effectuer pour la valeur
"

-(. / .<

8

- : valeur de sortie (0 ou 1) de la =?>

@BAC@

cellule de la r Âetine.<

5
/ : r Âeponse de la D�>

@?AC@

cellule de sortie (0 ou 1).<

2

/ : rÂeponse th Âeorique (ou dÂesirÂee) de la D�>

@?AE@

cellule de sortie (0 ou 1).
<

"

#0%(+

-(. / : intensit Âe de la connexion entre la =?>

@?AC@

cellule d'entr Âee et la
D

>

@?AC@

cellule de sortie, au temps 2 (les valeurs
"

#0FG+

sont gÂenÂeralement
choisies au hasard).<

1 : une constante positive (gÂenÂeralement comprise entre 0 et 1). Le
probl Áeme du choix d'une valeur pour 1 est souvent d Âelicat. Savaleur
in
uence, en effet, la vitesse d'appr entissage. Safonction est dÂetaill Âee
plus loin, dans le casplus gÂenÂeral des mÂemoiresassociativeslin Âeaires.
Dans un certain nombre de cas, 1 peut varier en fonction de 2 . Dans ce
cas,l'appr entissaged Âebute avec une valeur ÂelevÂeede 1 , puis la valeur
de 1 diminue avecchaqueit Âeration. (Si la notion de valeurs singuli Áeres
d'une matrice rectangulaire vous est famili Áere, on peut montr er que le
choix de 1 dÂepend uniquement des valeurs singuli Áeres de la matrice
des stimuli, Cf. Abdi, sous presse).
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Imaginons une version simpli ®Âee de l'exemple dÂecrit plus haut. Un per-
ceptron avecune r Âetine composÂeede 5 % 6 = 30 cellules, doit reconnaÃ�tre les
chiffres de 0 Áa 9 lorsqu'ils sont pr ÂesentÂes sur la r Âetine. Ce perceptron com-
porte 10 cellules de sortie. Il doit activer la cellule de sortie correspondant
au chiffre af®chÂe sur la r Âetine (e.g. , lorsque le chiffre 1 est pr ÂesentÂe sur
la r Âetine, la premiÁere cellule de sortie doit Ãetre active et toutes les autres
inactives). Les chiffres se pr Âesentent comme des valeurs 0/1 sur la r Âetine.
Ils sont & & dessinÂes ' ' comme suit (les valeurs 0 sont remplacÂeespar des tir ets
pour rendre la ®gure plus lisible):

(�(*)+(�( )�)�)�)�),)�)�)*)�)-(.)+(*(�(,)�)�)*)�),)�)�)�)�)/)�)�)*)+( )�)�)�)�)0)�)�)�)�)1)�)�)�)�)

(�(.)+(�(1(�(�(�(.)2(�(�(*(.)-(.)+(*(�(,)+(�(*(�( )+(�(�(�(/(�(�(3)+( )+(�(�(.)0)+(�(�(.)1)+(�(�(.)

(�(.)+(�( )�)�)�)�),)�)�)*)�)-(.)+(3)+(,)+(�(*(�( )+(�(�(�(/(�(�(3)+( )�)�)�)�)0)�)�)�)�)1)+(�(�(.)

(�(.)+(�( )+(�(�(�(,(�(�(*(.)-(.)+(3)+(,)�)�)*)�),)�)�)�)�)4(�(.)*)�),)+(�(�(.)/(�(�(�(.)1)+(�(�(.)

(�(.)+(�( )+(�(�(�(,(�(�(*(.)-(.)�)*)�)5(�(�(*(.),)+(�(�(.)4(�(�(3)+( )+(�(�(.)/(�(�(�(.)1)+(�(�(.)

(�(.)+(�( )�)�)�)�),)�)�)*)�)-(�(�(3)+(,)�)�)*)�),)�)�)�)�)4(�(�(3)+( )�)�)�)�)0)�)�)�)�)1)�)�)�)�)

Les connexions entre les 30 cellules de la r Âetine (i.e., les 6 % 5 cellules
& & d Âepli Âees' ' ) et les 10 cellules de sortie peuvent se mettre dans une ma-
trice (si le terme de matrice vous est inconnu, considÂerez qu'il fonctionne
comme un synonyme de & & tableau de donn Âees' ' ) de 30 lignes et 10colonnes.
A l'intersection de la ligne 6 et de la colonne 7 se trouve 8:9+; <>= Ces valeurs
sont initialis Âees avec un gÂenÂerateur de nombres alÂeatoires. Voici un en-
semble possible de valeurs de dÂepart pour la matrice des valeurs 8

9?; < (les
valeurs dans la matrice ont ÂetÂe multipli Âeespar 100et arrondies pour rendre
la lecture plus facile):
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*�#)"�*�56".+,( +,( "�*�# *�* "�*&0 04%6"�#&0 "�#�-

"&04(6"�#�/ +,* #�( #�% #�( #�' +,- +,*)"&0�0

Avec cet ensemblede valeurs 8:9&; <>= le perceptron n'est pas tr Áesef®cace.
Par exemple, lorsque le chiffre 1 est pr ÂesentÂe sur la r Âetine les cellules de la
r Âetine 3, 8, 13, 18, 23, et 28 sont actives. L'activation arrivant Áa la cellule 1
est donn Âee par la somme des connexions reliant cette cellule aux cellules
actives de la r Âetine. C'est Áa dir e:

?A@ = 3 B 4 + 21 B 13 B 1 B 22 = B 16 C

Comme ?

@ est nÂegatif, la cellule de sortie 1 n'est pas active. En revanche,
un calcul analogue montr e que les cellules num Âero 2, 5, 6, 9, et 10 sont
actives (alors que seule la cellule num Âero 1 devrait Ãetre active).

On peut dÂecrire la performance du perceptron en notant dans une
matrice les rÂeponsesdes cellules pour chaque stimulus. Chaque colonne
correspond aux r Âeponsesdes 10 cellules du perceptron pour un stimulus
donn Âe. Par exemple, la premiÁere colonne donne les rÂeponsesdu perceptron
lorsque le chiffre 1 est pr ÂesentÂe sur la r Âetine.

( ( ( + ( ( ( ( ( (

+ ( + + ( ( ( ( ( (

( ( ( ( + + + + ( +

( ( ( + + + + ( ( (

+ ( + ( + + + ( ( +

+ + + + + + + + + +

( + + + + + + + + +

( ( ( ( + + + ( ( +

+ ( ( ( + + + ( ( (

+ ( ( ( ( + + ( ( (

On peut considÂerer qu'une cellule commet une erreur lorsqu'elle est
active alors qu'elle devrait Ãetre inactive, ou qu'elle est inactive alors qu'elle
devrait Ãetre active. Dans l'exemple pr Âesent, on peut relever 51 de ces
erreurs pour l'ensemble des stimuli (ce qui est en accord avec le fait que
les valeurs des synapses sont alÂeatoires, on doit s'attendre Áa une valeur
id Âeale, ou espÂerance math Âematique, de 50 erreurs). On note en abrÂegeant
que D = 51. On peut remarquer aussi que D est une sommedes carrÂes
d'erreur (parceque 1E = 1; en gÂenÂeral, les rÂeseauxcherchent une solution qui
minimise une somme de carrÂes, comme dans le mod Áele lin Âeaire classique
en statistique).

Pour apprendre, le perceptron doit modi®er l'intensit Âe des synapses
qui entraÃ�nent des erreurs. Par exemple, imaginons que le chiffre 1 soit
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pr ÂesentÂe sur la r Âetine lors de la phase d'appr entissage, et examinons la
premiÁere cellule. Elle devrait Ãetre active mais ne l'est pas. Il faut donc
modi®er l'intensit Âe des connexions entre la r Âetine et cette cellule de sortie.
Comme la cellule est inactive et qu'elle devrait Ãetre active, il faut augmenter
l'intensit Âe des connexions qui la relient Áa des cellules actives de la r Âetine.
Les cellules actives de la r Âetine sont les cellules num Âero 3, 8, 13, 18, 23
et 28. L'intensit Âe des connexions entre ces cellules actives de la r Âetine et
la premiÁere cellule de sortie sont respectivement de l 03m7nHl 04mol 21m2n�l 13m

nHl 01 et nHl 22l En utilisant la formule donn Âee plus haut, avec une valeur
de p = l 10, on peut trouver qu'il faut changer la connexion de la premiÁere
cellule en:

q�rVsOt:u#v

wOx y = q�rOsOv

wVx y + p ( z

y

n|{

y ) }

w = q�rVsOv

wOx y + ~

s

q

wOx y

= l 03+ l 10(1 n 0)1 = l 03+ l 10

= l 13 l

Les autres connexions deviennent l 06m•l 31m�nHl 03m•l 09m et nHl 12l

Apr Áes une it Âeration (i.e., aprÁes apprentissage de l'ensemble des stim-
uli), le nombre d'err eurs tombe Áa 11. Ainsi que le montr e la ®gure 3.a., il
faut nÂeanmoins 25 it Âerations au perceptron pour apprendre parfaitement
l'ensemble des stimuli. Si l'on dÂecide de modi ®er la constante d'appr entis-
sageen fonction de l'it Âeration, on peut diminuer considÂerablement le temps
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d'appr entissage. Par exemple, une simulation dÂebutant avec une valeur
de # Âegale Áa .90 et dÂecroissant # proportionnellement au nombre d'it Âera-
tions permet d'atteindr e le rÂesultat d ÂesirÂe en 5 it Âerations au lieu de 25. La
dÂecroissancedu nombre d'err eurs est donn Âee dans la ®gure 3.b. La ma-
trice de r Âesultats devient maintenant (si vous Ãetes famillier avec le calcul
matriciel, vous reconnaissezla matrice identit Âe):

$ % % % % % % % % %

% $ % % % % % % % %

% % $ % % % % % % %

% % % $ % % % % % %

% % % % $ % % % % %

% % % % % $ % % % %

% % % % % % $ % % %

% % % % % % % $ % %

% % % % % % % % $ %

% % % % % % % % % $

L'ensemble desconnexions estmaintenant donn Âe dans la matrice suiv-
ante (toujours multipli Âee par 100 et arrondie Áa l'entier le plus proche):

&('�) &+*(, ) &�' '�*-&�*�' &

$

) &+. &�/�.0&�,�,

&

$

. '�.-&�,(1 &�'�'-&�/�*0&�'�) &

$

&�*

$

'�* '�,

$

* &�,

$

, &�'�)-&

$2% $

/ &�/23 &�.�, 3

&

$

. '�*

$

/ '�1-&�*�*0&(34, '�) &

$

) , ,

&(34* '�* *�)0&�*�* 3

$

. &�'�'-&(34/0&�'�*0&

$

3

&�*�*-&(3

$

&�,

%

*

$

&�'(3 ,

%

&

$2%

34'

$�$

' 341

&�'

$

&�'�*0&(3

$

,�,-&(34*

%

&

$

'-&�'�' 3

$

*

/ '(3 &(34, '�/

$

.

$

* &�*�.-&(34) 1 '�.

$

* '(3

$

* 3

%

1-&�*�. &

$

1-&�*�,0&

$

1 &

$

*�,

$

3�3 &�'�*-&

$

)0&(34/ &

$

*-&

$�$

&

$

' ,

. 3

%

&(34. &�.

$2%

*�/ , &
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, *�1
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'

$

3 &
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3

$�$

*

$

&(34.0&�/
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&�*�*

$2%
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&�1�.
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$

3�3

$

3 &�*�'-&�*�) &
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, '�, 34)0&�.

$

&�*
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'

%

&�, 1 &�,-&�'
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*�/ 34/ &
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&�1 &�'�/

$

/0&�'�,-&

$�$

&�,(3 *�/ &�'�.0&

$2%

'�'

$

* * &(34, ' ,

%

&�*�, &�'�' .�15&

$�$2%

&�*�.

'

%

&�.-&(34/ 34,

$�$

* '�1 &�.

$

&�,(3 &�)�*

&�* &(34,0&�,�/ )-&�'(3 &�, &

$
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$

1 &�.0&(34,

&(34)

$
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$
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%
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On peut montr er que lorsqu'une solution existe, le perceptron arrive
Áa la trouver (Block, 1962;Minsky & Papert, 1969; Abdi, sous presse;voir
aussi le paragraphe sur les mÂemoires associatives).
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L'exemple pr ÂecÂedent le montr e, le perceptron est capable d'appr endre Áa
reconnaÃ�tre des formes. Mais quelles sont exactement ses capacitÂes? On
peut montr er que le perceptron ne peut apprendre que dans le cas oÁu les
catÂegories Áa apprendre sont linÂeairementsÂeparables.Le cas particulier le
plus connu de catÂegories ne possÂedant pas la propri ÂetÂe d' Ãetre lin Âeairement
sÂeparablesest la fonction Š Š=‹jŒ6••Ž Ž (appelÂeeaussi Š Š<Œ�• exclusif Ž Ž ). La fonction
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est une fonction utilis Âeeen logique. Elle revient Áa associerune valeur
de sortie pour deux cellules d'entr Âee de la mani Áere suivante:

0 0 # $&% 0

1 0 # $&% 1

0 1 # $&% 1

1 1 # $&% 0

( ' )

Imaginons un perceptron avec deux cellules d'entr Âee et une cellule de
sortie qui doit apprendre cette fonction. Il possÁede deux poids (*) et (�+

qui relient les cellules d'entr Âee Áa la cellule de sortie. Le fait d'associer les
valeurs (1 , 0) d'entr Âee Áa 1 en sortie implique (

).-

0 / De mÃeme, Le fait
d'associer les valeurs (0 , 1) d'entr Âee Áa 1 en sortie implique (0+

-

0 / Or,
pour donner la rÂeponse0 pour les valeurs (1 , 1) d'entr Âee, les valeurs de (*)

et (

+

doivent Ãetre inf Âerieuresou Âegal Áa zÂero; ce qui contredit les conditions
pr ÂecÂedentes. Autr ement dit, dÁes lors que le perceptron a appris Áa associer
la r Âeponse 1 au stimulus (1 , 0) ou au stimulus (0 , 1), il donnera toujours la
r Âeponse1 au stimulus (1 , 1). Il est donc impossible de trouver un ensemble
de valeurs (�1 permettant Áa un perceptron d'appr endre la fonction ���

�

.
De mani Áere gÂenÂerale, 2 catÂegories d'objets dans un espaceÁa 3 dimen-

sions (avec 25463 ) sont lin Âeairement sÂeparables si on peut trouver ( 27$ 1)
hyperplans Áa ( 3
$ 1) dimensions les sÂeparant. Dans le casparticulier d'un
perceptron Áa deux cellules d'entr Âee,et une cellule de sortie, deux catÂegories
sont lin Âeairement sÂeparables si et seulement si on peut sÂeparer les deux
catÂegories par une droite. Par exemple, comme le montr e la ®gure 4.a., la
fonction ���

�

n'est pas lin Âeairement sÂeparable puisqu'il n'est pas possible
de tracer une ligne telle que les sommets [0 , 0] et [1 , 1] soient d'un mÃeme
cÃotÂe de la ligne et les sommets [1 , 0] et [0 , 1] de l'autr e. En revanche, la
fonction �98 , avec la table de v Âerit Âe suivante:

0 0 # $&% 0

1 0 # $&% 0

0 1 # $&% 0

1 1 # $&% 1

( : )

est lin Âeairement sÂeparable, puisque l'on peut tracer une droite qui sÂepare
les objets devant avoir une valeur de sortie de 1 des objets devant avoir
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une valeur de sortie de 0 � Remarquons, en®n,que le perceptron impl Âemen-
te la mÂethode statistique de l'analysediscriminantepour le cas particulier
oÁu les valeurs d'entr Âeessont des valeurs binair es.

���������������

���

� �

�"!#�

��$&%'�

�)(��

�

��*

�

�#+�,-(��

%/.

La notion de probl Áeme lin Âeairement sÂeparable ne mÂerite peut- Ãetre pas
l'importance qui lui a ÂetÂe accordÂee. Une critique, jugÂee majeure naguÁere,
addressÂeeau perceptron Âetait qu'il ne peut classi®erdes objets que lorsque
les classessont lin Âeairement sÂeparables. En particulier, comme on vient
de le montr er ci-dessus, le perceptron ne peut apprendre la relation 0213� .

En fait, le perceptron peutapprendre cette relation si elle est proprement
codÂee. Il suf®t, en effet, d'utiliser 3 cellules d'entr Âee au lieu de 2, et de
pr Âesenter Áa la troisiÁeme cellule le produit des deux autres. Le problÁeme
revient, ainsi, Áa apprendre la relation (ternaire) suivante:

0 0 0 4 576 0

1 0 0 4 576 1

0 1 0 4 576 1

1 1 1 4 576 0

( 8 )

(la troisiÁeme colonne s'obtient par multiplication des deux premiÁeres).
Une fois ce recodage effectuÂe, un perceptron avec 3 cellules d'entr Âee

et une cellule de sortie peut r Âesoudre le problÁeme posÂe. Par exemple,
l'ensemble de poids suivant donne l'association correcte (avec un seuil

9

= 0): :

; = 1 <

:

= = 1 <

:

> = 5 2 � ( ? )

Cet exemple montr e qu'un problÁeme non-lin Âeairement sÂeparable peut, grÃa-
ce Áa un recodageappropri Âe, Ãetre transform Âe en un probl Áeme lin Âeairement
sÂeparable. De ce fait, le probl Áeme important en pratique est celui du codage
du probl Áeme Áa rÂesoudre plus que le problÁeme de l'ar chitecture spÂeci®que
du r Âeseaude neurones.

Une autre mÂethode pour r Âesoudre des probl Áemesnon-lin Âeairement sÂe-
parables est de crÂeer des r Âeseauxavec plusieurs couches. Rosenblatt avait
dÂejÁa remarquÂe, en 1962,qu'un perceptron avecune couche suppl Âementaire
interpos Âeeentre la rÂetine et la cellule de sortie pouvait r Âesoudre le probl Áeme
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w=q q=0=1 -2
w= 1

w= 1

cellule de
sortiecellule 

interne

w=

w=

.6

.6

couche
externe

!#"%$�&�'(&�) *�+-,/.10321.4,653087�+
94:�.12<;(+=.�24.?>@>@;=>@.<A A?2B9C2?D�E .4.GF F�,/.1;(5H0=E .1IJ7�;6K=0J.�>@.

,(087ML(>ON .4P�.HQ�R�SUTV:W7�X@0�5�.4Y�5�.Z.15�5J9ML(>@.�[H,/7W;(0�.1Y�,(>@X\2M9M53X@7W+=]4^

Q�R�S . Par exemple, un perceptron avec deux cellules d'entr Âee, une cel-
lule cachÂee, une cellule de sortie, et des connexions comme indiqu Âeesci-
dessous arrive Áa impl Âementer la fonction Q�R�S (on ®xe _ Âegal Áa 0 pour la
cellule de sortie; pour la cellule interne, _ est ®xÂe Áa 1):

`ba�c�d%e/f�cgdVh	ikjml/npoqlsrtr3u�rVl/n

vw245�X@:W9C5�X@7W+xK(.�>%9 vw245�X@:W9C5�X@7W+

.4+65�0(E .4. 24.1>@>@;(>\.�X@+65�.40J+=. y K(.H>%9Z21.4>@>\;(>@.�K(.HIJ7W0J5�X@.

T�z<{k[B] T|zx{~}W]

• • €V•�•�‚ ƒ?„†…�€V•�•Z‚ ƒ?„�‡x•4‚ • • €V•�•‰ˆ?„6…�€O•�•‰ˆŠ„6…q€V•�•q‹GŒ?„�‡x•

• ˆ €V•�•�‚ ƒ?„†…�€Vˆ�•Z‚ ƒ?„�‡x•4‚ ƒ • €V•�•‰ˆ?„6…�€Oˆ�•‰ˆŠ„6…q€V•�•q‹•ŒŠ„/‡xˆ

ˆ • €Vˆ�•�‚ ƒ?„†…�€V•�•Z‚ ƒ?„�‡x•4‚ ƒ • €Vˆ�•‰ˆ?„6…�€O•�•‰ˆŠ„6…q€V•�•q‹•ŒŠ„/‡xˆ

ˆ ˆ €Vˆ�•�‚ ƒ?„†…�€Vˆ�•Z‚ ƒ?„�‡xˆ4‚ Œ ˆ €Vˆ�•‰ˆ?„6…�€Oˆ�•‰ˆŠ„6…q€Vˆ�•q‹•ŒŠ„/‡x•

TtyZ.1IJ5�>%9Z0=E .1,/7�+=IJ.�K=.H>%9Z24.1>@>@;(>\.�X@+65�.40J+=.�9M,(0BN .4I�A A8IJ.4;=X@>@>%94ŽW.�F F%]

•H•�‘“’�”#•�•—–�˜

™xE .15J9MX@>mK=.4IH0=E .1,/7�+=IJ.4I�K=.4IH24.1>@>@;=>@.4I�K=;�,/.40J21.4,=530J7W+šK=.�>%9�›/ŽW;(0J.qœ<,/7W;(0H>%9�•O7�+=245�X@7W+

Q�R�S

Comme on peut le v Âeri®er sur la ®gure 5 et dans le tableau 1 ci-dessous,la
cellule interne (ou cellule cachÂee)effectue la multiplication (correspondant,
donc, au

”#ž

logique) des deux cellules d'entr Âee. Puis, elle transmet le
r Âesultat de la multiplication Áa la cellule de sortie.
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Ainsi que le remarquaient, Minsky & Papert (1969),le probl Áeme avec
les cellules cachÂees est de trouver un moyen de leur faire modi®er l'int-
ensitÂe de leurs connexions par apprentissage. En 1969, lorsque ces au-
teurs publi Áerent leur livr e � � Perceptrons� � , il n'y avait pas de procÂedure
disponible. Ils en conclurent (trop rapidement !) qu'il n'en existait prob-
ablement pas. Comme d'habitude quand on pr Âedit que quelque chose
n'existe pas, d'autr es font expr Áesde montr er qu'on a tort. Et donc, depuis,
on a trouv Âe plusieurs procÂedures pour faire apprendre la couche interne
en fonction de l'err eur du systÁeme. La plus cÂelÁebre est la rÂetro-propagation
(pour l'anglais � � back-propagation� � ), d Âecrite plus loin, en ®n de chapitre.

��� ������� ���� �
�! "���$#%���&�('��)#+*,�.-
���/�0�21 ��,#"�2 (���

Dans les paragraphes qui suivent, on utilise la notation matricielle qui
permet une Âecriture compactedes formules. Une intr oduction Áa cesnotions
orient Âeevers les r Âeseauxde neurones setrouve dans Jordan (1986),et dans
Abdi (sous presse).

3�465!487:90;=<
>@?BADC�>FE�AG9�H8<
>IE@;=ADJKAMLF?B?�LON�P LFHQP LI;R>@?�LSL�ETH@9�EF>IE@AG9�H�C

Les stimuli sont reprÂesentÂespar des vecteurs d'or dre U=V 1 notÂes WYX dont les
composantescodent la valeur des descripteurs desstimulis, ou, de mani Áere
Âequivalente, indiquent la valeur d'entr Âeepour chaque unit Âe. On admet, en
gÂenÂeral, que les vecteurs sont de norme unit Âe. Les rÂeponses du systÁeme
sont reprÂesentÂeespar des vecteurs d'or dre Z�V 1 not Âes [\X . L'ensemble des

]

stimuli est reprÂesentÂe par une matrice ^ d'or dre
]

V
U dans laquelle
la _ -i Áeme ligne est Wa`

X

. L'ensemble des
]

r Âeponsesest reprÂesentÂe par une
matrice b d'or dre

]

V
Z dans laquelle la _ -i Áeme ligne est [

X . La matrice
Z+VSU de connexions est notÂee c . La r Áegle d'appr entissage (dite r Áegle
de Hebb, 1949)dans ces systÁemes stipule que les connexions changent de
mani Áere proportionnelle au produit de l'entr Âeeet de la sortie. Par exemple,
si l'on considÁere l'association entre le _ -i Áeme stimulus et la _ -i Áeme r Âeponse,
la connexion d�egf h entre la cellule i d'entr Âee et la cellule j de sortie sera
proportionnelle Áa k�Xafle2VnmoXaf h . Pour simpli®er, on admet que la constante de
proportionalit Âe est 1. Pour associerle _ -i Áeme stimulus Áa la _ -i Áeme r Âeponse,
on construit la matrice:

cpX = [qXaW

`

X

( r ) s
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Pour obtenir la rÂeponse associÂee au # -i Áeme stimulus, on post-multiplie la
matrice $&% par '(% , la r Âeponse obtenue est notÂee Ã)

% . On v Âeri®e que Ã)

%

Âegale )

%

:
Ã)

%

= $

%

'

%

= )

%

'+*

%

'

%

= )

%

( , )

Pour associerplusieurs stimuli Áa plusieurs rÂeponses,on somme les diff Âe-
rentes matrices $&% . On obtient, ainsi, la matrice $ :

$ =
-

$.% =
-

)

%/'

*

%

= 0

*�1 ( 243 )

La r Âeponse associÂee au # -i Áeme stimulus s'obtient par:

Ã)

%

= $5'

%

= 6

-7

8�9

)

7

'+*

7

'

%

= )

%

+
-7�:

8

%

cos('

7

;

'

%

) )

7

( 2<2 )

Note: lorsque '

%>=

'

%@?

quels que soient #BA = #!C [i.e., '

*

%

'

%D?

= 0, et donc
cos('(%

;

'E%

?

) = 0 alors Ã)

% = )

% . A®n d'estimer la qualit Âe de l'association,
il suf®t de comparer la r Âeponseobtenue (Ã)

% ) Áa la rÂeponseattendue ( )

% ), la
mesure la plus populair e Âetant cos(Ã)

%

;

)

% ).
F�GIHJGKHJGMLON

PRQTS�UWVXP	Y[Z<\R]^SR_DZRY+Y^Sa`bUcZb]+UedRPbYgfcUih

N

PbZRUWV(PbY

Les mÂemoiresauto-associativesconstituent un cas particulier de ce mod Áele,
lorsque stimuli et rÂeponses constituent un seul ensemble (reprÂesentÂe par
la matrice 1 ). La matrice $ est alors Âegale Áa 1

*

1 . Elle correspond Áa une
matrice de � � produits-croisÂes � � comme celles que l'on rencontre dans les
analyses de corr Âelation. Lorsque l'ensemble de stimuli n'est pas orthog-
onal, la mÂemoire sera sujette Áa des � � faussesreconnaissances� � , ou, si l'on
pr ÂefÁere, la mÂemoire reconstituera parfaitement des stimuli qui n'ont pas
ÂetÂe stockÂes. Ces stimuli dÂe®nis par l' Âequation:

$kj

%

= lRj

%

avec: j�*

%

j

%

= 1 ( 2bm )

sont les vecteurspropres de $ . Ils peuvent s'interpr Âeter comme les com-
posantesprincipalesdes stimuli (i.e., l'analyse duale de celle pratiqu ÂeegÂenÂe-
ralement, on rencontre parfois le terme de � � Q-analyseencomposantesprinci-
pales� � , Cf. Kerlinger, 1986). Ils peuvent s'interpr ÂeterÐdans un cadre plus
psychologiqueÐcomme des � � prototypes� � ou des � � macro-caractÂeristiques� �

(Cf. Anderson, Silverstein, Ritz, & Jones,1977;Anderson & Mozer, 1981;
Abdi, 1988;O'Toole & Abdi, 1989;O'Toole, Deffenbacher, Abdi & Bartlett,
1991).
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Pour amÂeliorer la performance de la mÂemoire (i.e.,pour augmenter le cos-
inus entre les 354 et les Ã

314 ) on peut utiliser dif fÂerentes procÂedures d'ap-
prentissage qui n'utilisent que l'information accessiblelocalement par les
connexions. La plus populair e d'entr e elles, dÂejÁa d Âecrite pour le percep-
tron, est celle de Widr ow-Hof f (alias r Áegle Delta, Cf. McClelland et al.,
1986). Cette procÂedure est it Âerative, elle corrige l' Âecart entre la r Âeponse
obtenue et la r Âeponse attendue. Dans le casgÂenÂeral elle s'Âecrit:

687:9<;�=?>

=
687@9<>

+ A ( B

4DC

687@9<>

3

4 ) 3!E

4

( FHG )

avec
687@9<>

: matrice
6

Áa l' Âetape I ; A : une constante positive arbitrair e; et
J

Âetant choisi alÂeatoirement. En gÂenÂeral, cette procÂedure peut demander
un nombre considÂerable d'it Âerations pour converger vers un Âetat stable.
On peut montr er (Abdi, sous presse)que cette procÂedure d'appr entissage
ne d Âepend que de la matrice des valeurs propres de K

E

K , notÂee L , des
vecteurs propres de K

E

K (not Âes M ), des vecteurs propres de KDK

E

(not Âes
N

), de A et de I . PrÂecisÂement,
6

7@9<>

peut s'exprimer comme:

6O7<9<>

= PQM

R

L,SDT U�VXW

C ( W

C

AYL )
9[Z]\

N

E_^ ( F]` )

On peut voir, d`aprÁes cette Âequation, que lorsque A satisfait:

0 abA,a 2 c�S

=

dfehg (avec c

dfeig Âetant la plus grande valeur propre), ( F(j )

la procÂedure d'appr entissageconverge vers (Cf. Kohonen, 1984):

k

6

= PQK

;

oÁu: K

;

d Âenote la pseudo-inverse de K . ( F]l )

Dans le casd'une mÂemoire auto-associative,cetteprocÂedure converge vers:
k

6

= KDK

;

= MmM
E

avec: M matrice des vecteurs propres de
6

. ( F(n )

Ce qui revient Áa o o sphÂericiserp p la matrice
6

(i.e., Áa imposer aux valeurs pro-
presnon-nulles d' Ãetre Âegales Áa 1). De ce fait, la notion de vecteur et valeur
propres est centrale pour l'analyse de cessystÁemes[on notera, au passage,
que le seul chapitre de math Âematiques dans l'ouvrageÐd ÂejÁa classiqueÐ
en deux volumes de Rumelhart & McClelland, (1986),est consacrÂe Áa une
intr oduction Áa l'alg Áebre lin Âeaire].
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Les mÂemoires associatives lin Âeaires fournissent des vecteurs dont les r Âe-
ponsessont desvecteurs Áa valeurs dans = . Anderson (Anderson etal., 1977;
Anderson & Murphy 1987), Hop®eld (1982, 1984) Âetudient le comporte-
ment de mÂemoires (auto-associatives) lorsque les stimuli et les rÂeponses
sont des vecteurs Áa valeurs dans > 0 ? 1 @ . Le mod Áele de Anderson est
gÂenÂeralement connu sous le nom de mod Áele � � Brain Statein aBox � � (BSB;Cf.,
aussi,Proulx, cevolume). Les deux formulations semblent dif fÂerentesmais
sont fondamentalement semblables. L'appr oche de Hop®eld a stimul Âe
l'int ÂerÃet de plusieurs th Âeoriciens et son mod Áele est souvent reli Âe aux con-
cepts de la physique des solides qui traduisent son mod Áele en termes
de machinesde Boltzman ou de champsalÂeatoiresmarkoviens(Markov Ran-
dom Fields). Ces mÂemoires auto-associatives se comportent comme des
mÂemoires auto-adressables. C'est Áa dir e que le fait de ne donner qu'une
partie d'un stimulus stockÂe entraÃ�ne comme r Âeponse le stimulus entier
(ou reconstituÂe). Cette propri ÂetÂe distingue les mÂemoires non-lin Âeaires des
mÂemoireslin Âeaires. En effet, comme l' Âequation A�BCB!D le montr e, une mÂemoire
lin Âeaire r Âepond en fonction de la proximit Âe (i.e.,du cosinus) de l'ensemble
des stimuli stockÂes. A l'inverse, une mÂemoire non-lin Âeaire r Âepond au stim-
ulus en fonction du plusprochevoisin (au sensde la distance de la dif fÂerence
symÂetrique) de ce stimulus parmi les stimuli stockÂes.

ECF�G!F�H�IKJ�LNMNO�PRQSQ�IUTWV Q�LNXRYWV Q�TZO[I]\^J7_a`�QSbCc^\�_�d8J7T�efO�Ig\^J7_

(Rappel: cet exemple concerne des mÂemoires auto-associatives pour les-
quelles l'ensemble de stimuli est le mÃeme que l'ensemble de rÂeponses).
Le h -i Áeme stimulus est reprÂesentÂe par un vecteur d'or dre iWj 1 notÂe kml , Áa
valeurs dans > 0 ? 1 @ , nnn est un i7j 1 vecteur Áa valeurs dans = , avec n�o : seuil
pour l'unit Âe p . A partir des vecteurs k

l , on dÂe®nit des vecteurs � � recodÂes � �

q

l :

q

l = (2k

l�r

B ) (i.e., les valeurs 0 sont remplacÂeespar r 1). ( B�s )

La matrice t s'obtient ici par:

t = u

l

q

l

q�v

l

( B�w )

La r ÂecupÂeration de l'information s'obtient par Âetapes:



304 ��������� �
	���
��

���

Initialisation: mettre le paramÁetre � = 1 ( � donne le num Âero de l'it Âeration

en cours). Mettr e ����������

Âegal Áa
���

.
���

Soit Ã�

�

� � �

= !

��

�����#"�$%�

(Nota Bene, lorsque � = 1, cette Âetape correspond
au rappel pour une mÂemoire auto-associative lin Âeaire).

&��

Soit

��

�

� � �

= [ �'

� � �

(�)

� ] *,+ = 1 -.-.-�/�0�1 avec

2

�'

� � �

( )

� = 1 ssi Ã'

��� �

(�)

�4365

(

�'

� � �

( )

� = 0 ssi Ã'

��� �

(�)

�4765

(

(
&��

)

(cette procÂedure revient Áa mettre la valeur 1 pour les cellules qui ont
une activation supÂerieure au seuil d'activation, et Áa mettre la valeur 0
pour les cellules qui ont une activation inf Âerieure au seuil d'activation).

8��

Comparer ��

�

� �9"�$%�

et ��

�

��� �

. Si ��

�

���9":$%��;

= ��

�

��� �

, changer � en � + 1 et it Âerer

la procÂedure Áa partir de l' Âetape
�

. Si ��<�=� �9"�$%�

= �������� �

(ou ��<�=� �9"�$%�?> �������� �

,
si on veut utiliser une approximation), alors on a trouv Âe une r Âeponse
stable du systÁeme, et on arr Ãete le calcul.

Les r Âeponses stables constituent les attracteurs de la mÂemoire. On peut
montr er (Hop®eld, 1982,1984;Pour le mod ÁeleBSBd'Anderson, Cf. Golden,
1986)que cette procÂedure revient Áa rechercher le vecteur @ Áa valeurs dans

* 0 1 1 0 minimisant une Âenergie notÂee A :

A = BC@.!D@FE + 555

@,E (
&��

)

en partant de
�

�

et en utilisant la technique de la plus profondedescente
(lorsque cette fonction dÂecroÃ�t Áa chaque Âetape, elle est appelÂee fonction
de Lyapounovdu systÁeme, Cf. SÂanchez, 1968; Luenberger, 1979;Beltrami,
1987;Seydel, 1988;Perko, 1991).

Le minimum ainsi obtenu par la mÂemoire est un minimum local. Pour
essayerd'augmenter la possibilit Âe d'obtenir un minimum global Áa partir de
ces mÂemoires, on peut utiliser une formulation l ÂegÁerement dif fÂerente en
termes de machinesdeBolzmann, ou, ce qui est Âequivalent (Cf., Moussouri,
1974;Geman & Geman, 1984;Ackley, 1988),en termes de champsmarkovien
alÂeatoires. CesmÂemoiresreviennent Áa utiliser les techniques dites de G G recuit
simulÂe H H (Cf. Kirpatrick, Gelatt & Vecchi, 1983;Siarry & Dreyfus, 1988;Aarts
& Korst, 1989).
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Les machines de Bolztmann correspondent Áa une variation sur le th Áeme
des mÂemoires de Hop®eld. On esquisseci-dessousles ÂelÂements essentiels.
Une discussion d Âetaill Âee se trouve dans Ackley et al. (1985), Hinton &
Sejnowski (1986),un mod Áele similair e est dÂecrit sous le nom de thÂeoriede
l'Harmonie par Smolensky (1986).

On dÂe®nit la diffÂerenced'Âenergie locale�a l'unit Âe A pour la con�guration B

par: CEDGF

= HJI

F

B�K?L&M (avec H

F

: A -Áeme colonne de N ) O ( P&P )

Ce qui revient Áa calculer, pour un vecteur B donn Âe, la dif fÂerence d' Âenergie
lorsque la A -Áeme unit Âe passede la valeur 0 Áa la valeur 1. La procÂedure de
r ÂecupÂeration peut s'appliquer localement d Áes l' Âetape 1. On dÂecide alors de
mettre ÅQSRUTWV

F

XZY

Âegal Áa 1 avec la probabilit Âe:

[

F

=
1

1 + \^]�_a`#bdc

I

( P!e )

oÁu f est une valeur r Âeelle correspondant Áa la � � temp Âerature � � du sytÁeme.
Une consÂequencede cet algorithme fournit une formule simple pour com-
parer la probabilit Âe de deux Âetats B et B�g , d' Âenergie

D�h

et
D�hji

. Le rapport
des probabilit Âes est donn Âe par la distribution de Gibbs ou de Bolzmann
(suivant les pr ÂefÂerencespour les appellations):

[

h

[

hki =
\

]�`�lkc

I

\

]�`

l

i

c

I

= \

]

R

`!lm]S`

l

i

V

c

I

O ( P!n )

Intuitivement, la fonction de la temp Âerature permet au systÁeme d' Âe-
viter les minima locaux. A hautes temp Âeratures, le systÁeme peut facile-
ment passer d'un Âetat Áa l'autr e (et Âeviter ainsi un minimum local), mais
il peut aussi � � rebondir � � d'un Âetat d' Âenergie faible Áa un Âetat d' Âenergie
supÂerieure (et � � laisser passer� � un minimum local � � meilleur � � qu'un autre).
La stratÂegie (cousine du bricolage) est gÂenÂeralement de dÂebuter la pro-
cÂedure Áa haute temp Âerature, puis de la rÂeduire progressivement. Cette
mani Áere de faire correspond en physique au refroidissement d'un verre ou
d'un cristal oÁu les atomes doivent se placer en fonction de l' Âetat de leur
voisins. Plus la temp Âerature est ÂelevÂee, plus facilement un atome peut
changer sa con®guration, lorsque la temp Âerature dÂecroÃ�t, les contraintes
impos Âees par les atomes voisins agissent plus fortement sur l' Âetat d'un
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atome donn Âe. On emploie souventÐpar analogie avec la physique des
particulesÐla notion de � � spin � � lorsque les atomes ne peuvent adopter
que deux Âetats: haut et bas(Cf. les mod Áeles neuro-mim Âetiques de Little &
Shaw, 1974). Les simulations informatiques indiquent que cette mani Áere
de faire donne des r Âesultats satisfaisants. Les principales applications de
ces techniques sont la reconstitution d'images (Geman & Geman, 1984),
ou plus gÂenÂeralement, les probl Áemes avec de nombreusescontraintes lo-
cales Áa satisfaire simultan Âement (Cf. Kirpatrick et al., 1983), comme par
exemple la vision stÂerÂeoscopique (Cf. Schyns,ce volume), ou la reconnais-
sance de formes (Cf., entre autres, Pao, 1989; Fukunaga; 1990; Carpenter
& Grossberg, 1991;Quinlan, 1991;Schalkoff, 1991).

�������������! #"$�% '&
�("*) +� �$,-&'���-"*) �.�/��� 0"."*)21

� 0"3 4��,
576
��,368�/9$�: ;�<,>=

A l'origine, un desprobl Áemesdu perceptron Áa plusieurs couchesÂetait de ne
pouvoir apprendre Áa r Âesoudre des probl Áemesnon-lin Âeairement sÂeparables,
comme, par exemple, la relation binair e ?�@A� . Depuis, plusieurs procÂedures
ont ÂetÂe trouv Âees permettant aux cellules de la couche interne de modifer
leurs connexions en fonction de l'err eur du systÁeme. La procÂedure la plus
cÂelÁebre est connue sous le nom de rÂetro-propagation(pour l'anglais

� �

back-
propagation� � ), ou de r�egledeWidrow-HoffgÂenÂeralisÂeeou de r�egleDelta. Elle a
ÂetÂe, tout d'abord, trouv Âeeen 1969par Bryson & Ho, puis (ind Âependamment)
en 1974par Werbos, mais est restÂee largement ignor Âee. Elle a ÂetÂe redÂecou-
verte vers la ®ndesannÂeesquatre-vingts par plusieurs chercheurs (Le Cun,
1986;Parker, 1985;Rumelhart, Hinton, & Williams, 1986).

Un r Âeseauutilisant la technique de r Âetro-propagation de l'err eur com-
porte une couche d'entr Âee, une couche de sortie, et au moins une couche
(dite cachÂee) interm Âediaire entre la couche d'entr Âee et la couche de sortie.
Pour faciliter l'expos Âe considÂerons un r Âeseauavec une seule couche cachÂee
(s'il y a plusieurs couches cachÂees, il suf®t de remplacer dans ce qui suit
le terme couchedesortiepar le terme couchecachÂeesuivante). Le diagramme
d'un r Âeseau avec une couche cachÂee est donn Âe dans la ®gure 6 (avec les
notations dÂetaill Âeesci-dessous).

L'id Âeeessentiellede la r Âetro-propagation est remarquablement simple.
Lescellules de la couchede sortie calculent l'err eur entre la r Âeponsedonn Âee
et la rÂeponse d ÂesirÂee et ajustent l'intensit Âe des connexions comme pour
une mÂemoire auto-associative normale (mais, non-lin Âeaire), en utilisant la
r Áegle de Widr ow-Hof f. Ensuite, l'err eur est propagÂee en sensinversede la
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COUCHE DE SORTIECOUCHE CACHEE

h g

INPUT

f
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connexions
Matrix de 

connexions
Matrice de 

Synapses
modifiables

Synapses
modifiables

zjlwli

J: neuronesL: neuronesI: neurones
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couche de sortie Áa la couche cachÂee (en utilisant les connexions reliant les
cellules de la couche cachÂee Áa la couche interne). Puis, les cellules de la
couche cachÂee modi®ent Áa leur tour l'intensit Âe des connexions les reliant
aux cellules de la couche d'entr Âee de mani Áere Áa r Âeduire l'err eur.

De mani Áere plus technique, soit un r Âeseau de neurones avec une
couche d'entr Âee, une couche cachÂee et une couche de sortie. On note:

y z0{ : le vecteur Áa | ÂelÂements reprÂesentant le } -i Áeme stimulus (i.e., la
couche d'entr Âee comporte | cellules).

y ~�{ : le vecteur Áa • ÂelÂements reprÂesentant la r Âeponse des • cellules de
la couche cachÂeelorsque le } -i Áeme stimulus est pr ÂesentÂe en entr Âee(i.e.,
la couche cachÂee comporte • cellules).
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I ÃJ�K : le vecteur Áa L ÂelÂements reprÂesentant la r Âeponse des cellules de
la couche de sortie pour le M -i Áeme stimulus (i.e., la couche de sortie
comporte L cellules).

I JNK : le vecteur Áa L ÂelÂements reprÂesentant la rÂeponse dÂesirÂee (ou th Âeo-
rique) des cellules de la couche de sortie pour le M -i Áeme stimulus.

I O : la matrice d'or dre PRQTS des valeurs des connexions reliant les
cellules de la couche d'entr Âee aux cellules de la couche cachÂee; U?VXWZY

donne la valeur de la connexion entre la [ -Áeme cellule d'entr Âee et la
\

-i Áeme cellule de la couche cachÂee.
I ] : la matrice d'or dre L^Q_P des valeurs des connexions reliant les

cellules de la couche d'entr Âee aux cellules de la couche cachÂee; `ba0W V

donne la valeur de la connexion entre la
\

-i Áeme cellule de la couche
cachÂee et la c -i Áeme cellule de sortie.
Pour utiliser la technique de r Âetro-propagation, la rÂeponsedes cellules

doit Ãetre une fonction non-lin Âeaire de l' Âetat d'activation de la cellule. En
notant d�e l' Âetat d'activation de la cellule f , la r Âeponse de la cellule (not Âee

g

e

) sera:
g

e = h ( d
e ) i ( j�k )

Il existe plusieurs fonctions h satisfaisantes, une des plus fr Âequentes (et
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des plus pratiques) est la fonction logistique(Cf. Âequation #%$ ):

&

( ' ) =
1

1 + (*),+.-

( #!/ )

Comme le montr e la ®gure 7, elle possÁede la propri ÂetÂe int Âeressantede rester
dans le domaine [0 1]. En outre, sa d Âeriv Âee (utilis Âee pour l'appr entissage)
est simple Áa calculer:

&10

( ' ) = 2

(

),+

(1 + ( ),+ ) 3

=
&

( ' )[1 2

&

( ' )]
-

( #	4 )

Pour r Âepondre Áa un stimulus, le signal est propagÂe de la couche
d'entr Âee Áa la couche de sortie en passant par la couche cachÂee. A chaque
Âetape, la r Âeponse des cellules s'obtient par la fonction logistique (on peut,
Âevidemment concevoir des rÂeseauxavec des fonctions de r Âeponsedif fÂeren-
tes pour chaque couche,mais l'analyse en serarendue plus dif ®cile). Ainsi
lorsque le 5 -i Áeme stimulus est pr ÂesentÂe en entr Âee, le vecteur de r Âeponse
des cellules de la couche cachÂee est donn Âe par:

6�7

=
&

( 8:9

7

)
-

( #!; )

Puis, la rÂeponse de la cellule de sortie est donn Âee par le vecteur:

Ã<

7

=
&

( =

6

7

)
-

( #!> )

La technique de rÂetro-propagation, est une technique d'appr entissage
supervisÂee (i.e., pour apprendre, le rÂeseau doit connaÃ�tre la r Âeponse qu'il
aurait d Ãu donner). Elle modi®e l'intensit Âe des connexions de mani Áere Áa
diminuer l'intensit Âe de l'err eur commise par la cellule pour la r Âeponse
considÂerÂee. La procÂedure de prise en compte de l'err eur est la mÃeme pour
toutes les couches,mais l'estimation du signal d'err eur dif fÁere suivant les
couches.

Pour les cellules de la couche de sortie, l'err eur est ÂevaluÂee en com-
parant la rÂeponse donn Âee par la cellule avec la r Âeponse th Âeorique. Le
vecteur d'err eur pour le 5 -i Áeme stimulus vaut donc

?

7

= ( <

7

2 Ã<

7

)
-

( $	@ )

Le signal d'erreur prend en compte l'err eur commise par la cellule et l' Âetat
d'activation de la cellule. Pour la couche de sortie, il est dÂe®ni comme
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= !�" ( #%$

 

) & ( '

 

) = Ã(

 

& ( )+* Ã(

 

) & ( (

 

* Ã(

 

) , ( -.) )

avec & indiquant le produit terme Áa terme des vecteurs (ou produit de
Hadamar, Cf. Searle,1982;Horn & Johnson,1985),et ) un vecteur unit Âe.
La procÂedure d'appr entissagegÂenÂeralise la procÂedure d ÂejÁa vue dans le cas
lin Âeaire, la matrice de connexions # est corrig Âee par it Âerations. A l' Âetape

/

+ 1, # devient:

#%021�35476 = #%081�6 + 9

���

�����:���;���< 

$>=

 

= #%0�1�6 + ?

1

#@, ( -BA )

( C Âetant choisi alÂeatoirement, et 9 Âetant un nombre r ÂeÁel positif, Cf. para-
graphe sur la rÁeglede Widr ow-Hof f pour le perceptron et pour lesmÂemoires
associativeslin Âeaires).

Pour les cellules de la couche cachÂee, le signal d'err eur ne peut Ãetre
ÂevaluÂe par comparaison avec une valeur id Âeale. Il est estimÂe comme
une fonction du signal d'err eur en provenance de la couche de sortie et
de l'activation des cellules de la couche cachÂee. PrÂecisÂement, le vecteur
donnant le signal d'err eur pour les cellules de la couche cachÂee s'obtient
comme:

���EDGF�DIH�J

�G���K 

= !

" ( LNM

 

) & ( #
=

���

�������O�P���� 

) = $

 

& ( )Q*R$

 

) & ( #
=

���

�:�������;���E 

) , ( -�- )

Comme on le voit, le signal d'err eur s'obtient en propageant l'err eur de
la couche de sortie Áa la couche cachÂee (par l'op Âeration #

=

���

�����:���P�S�E 

) ce qui
correspond au sensinverse de la propagation du signal lorsque la mÂemoire
donne une rÂeponse en rÂeponse Áa une stimulation. L'appr entissage pour
la couche cachÂee se d Âeroule, ensuite, de mani Áere similair e Áa celui de la
couche de sortie. La matrice de connexions L est corrig Âee par it Âerations.
A l' Âetape

/

+ 1, L devient:

LT0�1�35476 = LU081�6 + 9

���
D�F�DVHWJ

�G�S�< 

ME=

 

= LT0�1�6 + ?

1

L , ( -WX )

Cette procÂedure minimise le carrÂe de l'err eur Áa chaque Âetape (lorsque 9

est convenablement choisi). Elle converge vers un minimum local. On
montr e dans le paragraphe suivant que la r Âetro-propagation correspond
Áa la procÂedure, classique en optimisation, de recherche de minima d'une
fonction par la technique du gradient.
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La mÂethode du gradient (ou methode de � � la plus profonde descente� � )
est une technique relativement classique en optimisation lin Âeaire et non-
lin Âeaire (Cf. Pierre, 1969;Ciarlet, 1986;Strang; 1986;Fletcher, 1987).

F�GIH;GJH;G0K�L;M�M�N	O�PQORLTSVU NXWZY�[�\�N�\�]_^�`aL	\cbRN,d,W

L'id Âee gÂenÂerale de cette technique consiste Áa chercher le minimum d'une
fonction de plusieurs variables ou paramÁetres par it Âerations successives.
Le gradient d'une fonction matricielle est dÂe®ni comme la matrice des
dÂeriv Âees partielles de cette fonction. En supposant que les valeurs des
paramÁetressont stockÂeesdans une matrice e , et que la fonction Áa minimiser
est f = g ( e ). L'algorithme se d Âeroule comme suit:

h i�j Choisir arbitrair ement les valeurs e�k8l8m pour n = 0 (de mani Áere
alÂeatoire, en r Áegle gÂenÂerale).

h o�j Calculer le gradient de g (not Âe pqg ):

r

g ( e
ksl8m )

r

e�k8l8m

= p3gut ( v#w )

h

v

j Corriger e
ksl8m en dir ection inverse du gradient de e

ksl8m (avec x

dÂenotant la constante de proportionnalit Âe):

e
k8l8y�z{m = e

k8l8m + |

l

e = e
k8l8m�}

x%pqg = e
ksl8m�}

x

r

g ( e�ksl8m )
r

e�ksl8m

t ( v	~ )

h •�j Continuer les Âetapes o�j et v

j tant que l' Âecart entre e�ksl8m et e�ksl8y�z{m

est jug Âe important.

Pour un r Âeseauutilisant la rÂetro-propagation, la fonction Áa minimiser
est une fonction quadratique de l'err eur. La fonction d'err eur pour la

€

-i Áeme r Âeponse est dÂe®nie comme:

•ƒ‚

=
z

„ (…

‚

} Ã…

‚

) † ( …

‚

} Ã…

‚

) =
z

„ ( …�†

‚

…

‚

+ Ã…�†

‚

Ã…

‚

} 2Ã…�†

‚

…

‚

) t ( v;‡ )
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Pour la couche de sortie, on cherche Áa modi®er les valeurs de ; . Le
gradient de <>= par rapport Áa ; secalcule en utilisant la r Áegle de d Âerivation
des fonctions composÂees (r Âe-Âecrite en notation matricielle, Cf. Magnus &
Neudecker, 1988;Mardsen & Tromba, 1988):

?A@

<

=

=
B

<

=

B

;

=
B

<

=

B

ÃC

=

B

ÃC

=

B

;ED

=

B

;ED

=

B

; F

( G�H )

En Âevaluant chacun des termes on trouve

B

<

=

B

ÃC

=

= I ( C

=JI ÃC

= ) KML ( GON )

et [avec P Âetant la fonction logistique, et ÃC

=

= P ( ;ED

=

)]:

B

ÃC

=

B

;ED

=

= ÃC

K

=RQ

( STI ÃC

=

)
K

L ( U�V )

Puis:
B

;ED
=

B

;

= D

=

( UWS )

La correction Áa apporter Áa ; Áa l' Âetape X est donc proportionnelle Áa:

I

?

@

<�= = ( C

=JI ÃC

= ) K

Q

ÃC

K

=

Q

( S.I ÃC

= ) KYD�= = ZZZ

K

[]\�^`_`acbed

=

D�=

F

( U�f )

En utilisant g comme constante de proportionalit Âe et en transposant on
obtient: h�i

; = gjZ ZZ

[]\�^k_�acb�d

=lD
K

=

( U�G )

comme indiqu Âe dans l' Âequation G3f .
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Pour la couchecachÂee,on cherche Áa modi®er les valeurs de H . Le gradient
de IKJ par rapport Áa H se calcule en utilisant la r Áegle de d Âerivation des
fonctions composÂees:

LNM

I

J

=
O

I

J

O

H

=
O

I

J

O

ÃP

J

O

ÃP

J

O�Q�R

J

OCQ�R

J

O�R

J

OCR

J

O

HTS

J

O

HTS

J

O

H

JVU

( W3W )

Lesdeux premiers termes sont dÂejÁa connus (Cf. Âequations X3Y et W�Z ), ils cor-
respondent Áa [�\ \

\^]

_�`/acb8dfe/g

J

. En Âevaluant chacun des autres termes on trouve:

O�Q�R

J

O�R

J

=
Q

];h

( W&i )

et [avec j Âetant la fonction logistique, et avec
R

J

= j ( HTS

J

)]:

OCR

J

O

HkS

J

=
R

]

Jml

( n�[

R

J

)
]oh

( W	p )

puis, ®nalement:
O

HTS

J

O

H

J

= S

J

U

( W&q )

La correction Áa apporter Áa H Áa l' Âetape r est donc proportionnelle Áa:

[

L

M

I
J = \\\

_c`/a�b(dfe/g

J

Q

]

l

R

]

J
l

( ns[

R

J )
]

S
J = \\\

]

tvu1t�w	x eyezg

J

S
J

U

( W	{ )

En utilisant | comme constante de proportionnalit Âe et en transposant on
obtient: }N~

H = |•\ \

\

tvu1t%w�x eye/g

J
S

]

J

( W3Y )

comme indiqu Âe dans l' Âequation X3W .
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La r Áegle d'appr entissagede Widr ow-Hof f utilis Âeepour les mÂemoireslin Âeai-
res impl Âemente, elle aussi, la mÂethode du gradient, et, ainsi, la mÂethode
de rÂetro-propagation reprÂesentebien une gÂenÂeralisation du perceptron. En
utilisant les notations du paragraphe pr ÂecÂedent, la fonction > qui donne la
r Âeponsede la cellule en fonction de son Âetat d'activation prend une forme
particuli Áerement simple (Cf. Âequation ?�@ ):

ACB = > ( D

B ) = D

BFE ( @HG )

La r Âeponse de la mÂemoire pour le stimulus s'obtient par l' Âequation I-I ,
rappel Âee ci-dessous:

ÃJLK = MON

K

E

La fonction d'err eur pour la P -i Áeme rÂeponserestela mÃeme que celle dÂe®nie
par l' Âequation Q�R , rappel Âee ci-dessous:

S

K = T

U ( J
KWV ÃJ

K ) X ( J
KYV ÃJ

K ) = T

U ( J

X

K

J
K + ÃJ

X

K ÃJ
KZV 2ÃJ

X

K

J
K ) E

On veut modi®er les valeurs de M de mani Áere Áa minimiser l'err eur. Le
gradient de

S

K par rapport Áa M secalcule en utilisant la r Áeglede d Âerivation
des fonctions composÂees:

[]\
S

K =
^

S

K

^

M

=
^

S

K

^

ÃJ%K

^

ÃJ
K

^

M

E ( @�I )

Comme pr ÂecÂedemment (Cf. Âequation Q�_ ), on trouve pour le premier terme
Áa droite de l`Âequation:

^

S

K

^

ÃJ
K

= V ( J%K
V ÃJLK ) Xa`

et [avec ÃJ

K = > ( MbN

K ) = McN

K ], le second terme devient:

^

ÃJ
K

^

M

=
^

MbN

K

^

M

= N

K
E ( @�? )

La correction Áa apporter Áa M Áa l' Âetape d est donc proportionnelle Áa:

V

[
\eS

K = V

^

S

K

^

M

= ( JLK
V ÃJ%K ) X

N

K

E ( @�Q )
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En utilisant # comme constante de proportionnalit Âe et en transposant on
obtient: $

%'& = # ( (�)+* Ã(�) ) ,-) = # ( (�).*

&0/

%21

,-) ) ,

3

)

( 465 )

comme indiqu Âe dans l' Âequation 7"8 . Ainsi, la r Áegle d'appr entissagedu per-
ceptron est un casparticulier de la rÂetro-propagation (sanscouche cachÂee!
et avec une r Âeponse lin Âeaire).

9�:';<:=9>:@?>A	BDC=E�B�FHGJI�KML�NOCJBQP�R N�FSPTI<UWVDPTIXV�BZY�B[FHGJIXK

La r Âetro-propagation a probablement ÂetÂe une des causesr Âecentesdu re-
gain d'int ÂerÃet pour les r Âeseauxde neurones. Une des principales qualit Âes
de cesr Âeseauxestde pouvoir impl Âementer desclassi®cationsde probl Áemes
non-lin Âeaires. En outre, les couches cachÂeespeuvent parfois s'interpr Âeter
comme d Âeveloppant une reprÂesentationdu probl ÁemeposÂe,et cettereprÂesen-
tation en elle-mÃeme peut-Ãetre objet d' Âetude.

La rÂetro-propagation estprobablement Áa la basedu plus grand nombre
des applications rÂecentesdes r Âeseauxde neurones (Cf. Maren, Harston &
Papp, 1990, p.93), comme, par exemple, la reconnaissancede phon Áemes,
la lecture de textes par ordinateur, la reconnaissancede chiffres Âecrits, etc.

N Âeanmoins, la rÂetro-propagation ne saurait pr Âetendre Ãetre une panacÂee.
D'une part, il est dif ®cile de trouver un Âequivalent neuronal de cette tech-
nique. En outre,samise en �uvr e exige souvent des temps d'appr entissage
tr Áeslong qui rende son application prohibitive pour de nombreux probl Áemes
de taille raisonnable. En®n, cette technique ne peut s'appliquer que pour
des probl Áemes de classi®cationoÁu les bonnes r Âeponsessont connues (i.e.,
elle ne s'applique que pour des apprentissagessupervis Âes).
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Ce chapitre pr Âesenteles outils de basede la ' ' boÃ�te Áa outil ( ( de la mod Âelisa-
tion connexioniste. Bien Âevidemment, je n'ai fait dans cesquelques pages
qu'ef 
eur er le sujet. Ce volume permet de compl Âeter cette intr oduction par
de nombreux exemples d'application et par d'int ÂeressantsdÂeveloppement
th Âeoriques.

En fait, il devient de plus en plus dÂelicat de pr Âetendre couvrir un do-
maine aussi vaste et en rapide Âevolution comme la mod Âelisation connex-
ioniste (Cf., nÂeanmoins, pour quelques intr oductions r Âecentesparmi beau-
coup d'autr es,Aleksander & Morton, 1990;Hecht-Nielsen, 1990;Kampf &
Hasler, 1990;Khanna, 1990;M •uller & Reinhardt, 1990;Perez, 1990;Simp-
son, 1990;Zeidenberg, 1990;Anderson et al., 1991;Bechtel & Abrahmson;
Freeman & Skapura, 1991; Hertz, Krogh & Palmer; 1991; Levine, 1991;
Quilian, 1991; Abdi, sous presse). Ceci est d'autant plus vrai, que cette
approche s'Âetend de la psychologie Áa la physique des systÁemescomplexes
(e.g., Fogelman-SouliÂe, 1985; Serra & Zanarini, 1987; Goles & Martinez,
1990; Weisbuch, 1991), en passant par les sciences de l'ing Âenieur et le
traitement du signal (e.g., Widr ow & Stearns, 1985; Catlin, 1989; Sou�cek,
1989; Garner, 1990; Kosko, 1991, 1992), sans oublier les neuro-sciences
(e.g., Mac Gregor, 1987; Amit, 1989). Il reste Áa voir si la communaut Âe
psychologique sera capable d'int Âegrer et de maÃ�triser cesnouveaux outils
conceptuels qu'elle a contribu Âe Áa crÂeer et de les utiliser pour poser des
questions pertinentes de psychologie et pour proposer des solutions.
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