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La psychologie cognitive representeun courant majeur dans la psychologie
comptemporaine. Son but, pour l'essentiel, est I'etude des activit es men-
tales, c'est a dire, l'acquisition, le stockage, la recuperation et ['utilisation
de linformation ou des connaissances.Les points forts de cette approche
portent sur I'etude de la memoire, de la perception, de la reconnais-
sance des formes, de la resolution de problemes, etc. La psychologie
cognitive a herite du courant comportementaliste ( le behaviorisme) une
methodologie experimentale rigour euse, mais se separe de cet ancétre en
acceptant I'etude de processusmentaux inobservables dir ectement. Une
source importante de ce changement de perspective fut l'utilisation de
I'ordinateur comme mocele (Cf. Rumelhart, 1977; Lachman et al., 1979;
Abdi, 1986; Quinlan, 1991; Tiberghien, 1991), et la plupart des psycho-
logues de nissent la psychologie cognitive comme |'etude du traitement
del'information humain. Selon cette approche, nous traitons l'information
par une sequencel’ etapes successives. De telles sequencessont classique-
ment represenkes par des organigrames semblables a ceux utilis es par
les informaticiens pour decrire leurs algorithmes (a tel point que certains
psychologues ont pu s'amuser de leurs|jeunes|coll eguesen remarquant
gue la psychologie semblait dans certains casconduir e a un comportement
guasi-obsessionnelde dessin de losangeset de carres avec des echesau-
tours, Cf. Underwood, 1975).

Malgr e ses exces, la metaphore informatique s'est revelee dans bien
des cas fructueuse. Mais certains critiques notent que le cerveau par sa
structure mémediffere d'un ordinateur sequentiel. Cette critique sera la
basedu courant connexioniste. En effet, une particularit e essentielle du
cerveau reside dans son parallelisme et sa lenteur compare a un ordina-
teur sequentiel classique. Le cerveau est compose d'un vaste ensemble
de neurones (de l'ordre de 10 ), chacun d'eux relie a un grand nom-
bre d'autr es neurones (de l'ordre de 10 a 10 connexions par neurone).
Chacun de cesneurones fonctionne comme un integrateur elementaire (et
relativement lent) d'information travaillant en parallele . Ces neurones
sont eux-méme regroupes en noyaux ou centres plus ou moins specialises
dans certains types de traitement d'information (e.g.,centre moteurs, sen-
sitifs, etc.). Encore que certainesfonctions puissent étre localiseesavec une
certaine precision, d'autr es echappent a ces tentatives, en particulier, les
fonctions superieures , ainsi que le notait deja Lashley en 1950dans son
celebre essaisur larechechedel'engramme . De cefait, bien que le cerveau



humain et l'ordinateur soient tous deux des machinesa traiter de l'infor-
mation , 'analogie comparant le cerveau &un ordinateur séquentiel com-
posdd'un processeurcentral et d'une mémoire passive paraA inad équate.
L'observation du comportementle cesdeux machines suft, duailleurs,
A s'en convaincre. N'importe quelle calculatrice & 5 francs, surpasse la
plupart d'entre nous pour la précision et la rapidit & de calcul. Dans
l'ensemble, l'or dinateur fait merveille pour résoudre les probldmesde cal-
cul biende nis. A linverse, le cerveau humain est capable de résoudre
avec bonheur des probldmes mal posés ou mal dénis. Comme, par ex-
emple, arriver @retrouver le nom d'une personne avec comme indice je
me souviens que ca commence par C, et que j'ai rencontrécette personne
en suisse , lorsque la personne s'appelle Paulette et que la rencontre a eu
lieu &Paris.

L' école connexioniste préfdre poser comme moddle simpli &un en-
semble d'unit ds simples (que l'on peut interpr éter comme des neurones ou
des ensemblesde neurones), avec des connexions entre éldments d'inten-
sitAmodi able. Un stimulus correspond dans cesmoddéles&un vecteurde
valeurs d'activation, I'ensemble des connexions &dune matrice et la réponse
du systédme &un vecteur Le but de cessystédmesest d' associetune réponse
en sortie au stimulus présen#@en entréde, ou de transformerle stimulus en
réponse.

Pour stocker de l'information, ou pour apprendre, ce systédme utilise
I'ensembladesconnexionsentre unit ds, de ldles termes utilis és pour décrire
cetteapproche: connexionisme , traitement distribu det parall éle de I'in-
formation , etc. Chaque unit@intdégre I'ensemble de linformation recue
via les connexions, cette intégration étant lin daire ou non (i.e., fonction
logistique, réponse avec un plateau, etc.). La réponse de chaque unit dest
une fonction simple de cette quantit& L'appr entissage est possible par la
modi cation de l'importance (i.e.,du poids ) des connexions. Plusieurs
rdgles d'appr entissage existent (Cf. Duda & Hart, 1973;Rumelhart & Mc
Clelland, 1986), avec comme caractéistique commune de n'utiliser pour
modi er le poids des connexions que l'information localementdisponible
(i.e., input, réponse de l'unit & poids des connexions pour l'unit é). Pour
donner une idée intuitive de ces modédles et de leur fonctionnement, on
détaille dans un premier temps le moddle classique du premier moddle
connexioniste: le Perception.

Parmi les moddles connexionistes on peut distinguer deux grandes
familles: les modd@les lin @aires, et les mod@les non-lin daires. Dans ce qui
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suit, on donne une prdésentation plus formelle d'un membre représentatif
de chaque famille. Les moddles lin daires sont illustr és par les memoiesas-
sociativesin eailes les mod dlesnon-lin dairespar les machinesieBoltzman .
Lorsque un moddle non-lin daire comporte plusieurs couches,le probldme
de I'appr entissagepour les couchesinternes sepose. Une solution possible
est d'utiliser la technique dite de rétro-propagation de l'erreur décrite en
®n de ce chapitre.

Le perceptron peut étre considérdcomme le premier des réseauxde neu-
rones. Il fut mis au point dans les anndescinquantes par Rosenblatt (1957,
1961). Comme son nom lindique, le perceptron se présentait comme un
mod@éle de I'activit & perceptive. Le but du perceptron est d'associer des
con®gurations (i.e., des formes, ou des stimuli) présentéesen entrde ddes
rdponses. Le perceptron se compose, pour l'essentiel, de deux couchesde
neurones.

La premidre couche dtait appelde, &l'origine, la retinedu perceptron.
La deuxidme couche donne la réponse du perceptron correspondant & la
stimulation donnée en entrde (Rosenblatt, 1958, proposait une architecture
en apparence plus complexe, mais, de fait, dquivalente dcelle décrite ici).

Par exemple, imaginons un perceptron composédd'une rétine de 10
10 = 100 cellules et d'une couche de sortie composée de 26 cellules. La
tdche du perceptron serade reconnadre les lettr es présen@éessur la rétine.

Chaque lettre devra dtre associde &une cellule de sortie. Ainsi, lorsque
la lettre  est présente sur la rétine, la premidre cellule de sortie doit étre
active, et toutes les autres passives. Lorsque la lettre  est présentde sur
la rétine, la cinqui éme cellule de sortie doit étre active, et toutes les autres
passives, etc.

Les cellules de la premidre couche rdpondent en oui/non La réponse
oui correspond @une valeur 1 en sortie pour le neurone. La réponse non
correspond d&une valeur 0 en sortie pour le neurone. Les cellules d'entr de
sont relidesaux cellules de sortie grédce ddes synapsesd'intensit dvariable.
L'appr entissage pour le perceptron s'effectue en modi®ant l'intensit & de
cessynapses (la rédgle d'appr entissage est détaill e plus loin). Les cellules
de sortie dvaluent l'intensit &de la stimulation en provenance des cellules



de la rétine en effectuant la somme des intensit @s des cellules actives. Avec
une formule:

= ()
Avec:
. activation de la cellule de sortie.
: valeur de sortie (O ou 1) de la cellule de la rétine.
- intensitd de la connexion entre la cellule d'entr de et la

cellule de sortie.

Les cellules de sortie deviennent actives si leur degré d'activation
dépasseun seuil ®xAnotd . Le plus souvent, le seuil  est ®xA & zéro,
mais sans que cela soit nécessaie. Avec une formule:

0 pour
= ()
1 pour
(Le fait d'utiliser un seuil  est dquivalent &avoir une cellule d'entr de,

notde gédnéralement , toujours active). Le terme de biais de réponseest
parfois utilis Acomme un synonyme de seuil.

Un des premiers perceptrons mis au point par Rosenblatt s'appelait
Mark 1. Il comportait une rétine de 20 20 = 400 cellules. Les synapses
dtaient reprédsentdes par des séries de potentiom dtres. Mark 1 occupait
I'dquivalent d'un appartement de deux pidéces!

Le principal probldme pour le perceptron est d'arriver @trouver un en-
semble de valeurs pour les synapsestel que les con®gurations d'entr de se
traduisent par les réponsesvoulues.

On peut envisager plusieurs régles d'appr entissage, la plus connue
porte plusieurs noms. On l'appelle régle de Widrow-Hoff (Cf. Widrow &
Hoff, 1960;Sebestyen,1962;Nilsson, 1965;Duda & Hart, 1973),rdgle Delta
(Rumelhart & McClelland, 1986),ou simplement régle d'appr entissage du
perceptron (Hecht-Nielsen, 1990). On préfdrera, ici, le terme de regled ap-
prentissagede Widrow-Hoff Pour apprendre, le perceptron doit savoir qu'il
a commis une erreur, et il doit connadre la rédponsequ'il aurait dédonner.
De ce fait, on parle d'apprentissagesupervié
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Synapses

RETINE COUCHE DE
SORTIE
Xo
. 9=1(@)
Wo
Xj — ]

La rdgle d'appr entissage est locale dans le sensque chaque cellule de
sortie apprend sansavoir besoin de connadr e la rédponsedes autrescellules.
Seuleimporte l'information qui lui estapportdepar les cellules de la rétine.
La rdgle en elle-méme esttrés simple. Tout d'abord, une cellule ne modi®e
lintensit Ade sessynapses(i.e., apprend ) que lorsqu'elle setrompe. Si
la cellule de sortie est active quand elle devrait étre inactive, alors elle
diminue l'intensit & des synapses correspondant & des cellules actives de



la rétine. Cela revient &diminuer lintensit & de la stimulation arrivant &
la cellule de sortie. Sila cellule de sortie est inactive quand elle devrait
dire active, alors elle augmente l'intensit & des synapses correspondant #é
des cellules actives de la rétine. Cela revient &augmenter l'intensit dde la
stimulation arrivant @la cellule de sortie.

On prédsente,donc, I'ensemble des stimuli Aapprendre au perceptron
(dans un ordre arbitrair €), et on permet au perceptron d'apprendre. Si
aprés une premidre présentation de I'ensemble des stimuli, le perceptron
commet encore des erreurs, on présentede nouveau I'ensemble des stimuli
(dans un nouvel ordre arbitrair €) en permettant aux cellules du perceptron
d'appr endre. La procédure se poursuit ainsi jusqu'dce que le perceptron
soit capable de donner toutes les réponsescorrectes.

_ De manidre plus générale, la rdgle d'appr entissage de Widr ow-Hof f
S'écrit:

=+ ( ) = + ()
Avec:
. changement @ effectuer pour la valeur
: valeur de sortie (O ou 1) de la cellule de la rétine.
. réponse de la cellule de sortie (0 ou 1).
. ré@ponse thdorique (ou désirde) de la cellule de sortie (0 ou 1).
intensitd de la connexion entre la cellule d'entrde et la
cellule de sortie, au temps (les valeurs sont généralement

choisies au hasard).

: une constante positive (généralement comprise entre 0 et 1). Le
probldme du choix d'une valeur pour estsouvent ddlicat. Savaleur
in uence, en effet, la vitesse d'appr entissage. Safonction est détaill de
plus loin, dans le casplus géndral des mémoires associativeslin daires.
Dans un certain nombre de cas, peut varier en fonction de . Dans ce
cas, l'appr entissageddbute avec une valeur dlevdede |, puis la valeur
de diminue avecchaqueitération. (Sila notion de valeurs singuli éres
d'une matrice rectangulaire vous estfamili édre, on peut montrer que le
choix de dépend uniquement des valeurs singuli ées de la matrice
des stimuli, Cf. Abdi, sous presse).



Imaginons une version simpli ®@e de I'exemple décrit plus haut. Un per-
ceptron avec une rétine composéede 5 6 = 30 cellules, doit reconnadr e les
chiffresde 0 49 lorsqu'ils sont présentds sur la rétine. Ce perceptron com-
porte 10 cellules de sortie. Il doit activer la cellule de sortie correspondant
au chiffre af®@chd sur la rétine (e.g. , lorsque le chiffre 1 est présent sur
la rétine, la premidre cellule de sortie doit dtre active et toutes les autres
inactives). Les chiffres se présententcomme des valeurs 0/1 sur la rétine.
s sont dessinds comme suit (les valeurs 0 sont remplacéespar destir ets
pour rendre la ®gure plus lisible):

Les connexions entre les 30 cellules de la rétine (i.e, les 6 5 cellules

déplides ) et les 10 cellules de sortie peuvent se mettre dans une ma-
trice (si le terme de matrice vous estinconnu, considérez qu'il fonctionne
comme un synonyme de tableau de donndes ) de 30lignes et 10 colonnes.
A lintersection de la ligne et de la colonne setrouve Cesvaleurs
sont initialis des avec un géndrateur de nombres aldatoires. Voici un en-
semble possible de valeurs de départ pour la matrice des valeurs (les
valeurs dans la matrice ont étédmultipli despar 100et arrondies pour rendre
la lecture plus facile):



Avec cetensemblede valeurs le perceptron n'est pas tr és ef®cace.
Par exemple, lorsque le chiffre 1 est prédsen@sur la rétine les cellules de la
rétine 3, 8, 13, 18, 23, et 28 sont actives. L'activation arrivant @la cellule 1
est donnde par la somme des connexions reliant cette cellule aux cellules
actives de la rdtine. C'est &dire:

=3 4+21 13 1 22= 16

Comme est ndgatif, la cellule de sortie 1 n'est pas active. En revanche,
un calcul analogue montre que les cellules numéro 2, 5, 6, 9, et 10 sont
actives (alors que seule la cellule numéro 1 devrait étre active).

On peut décrire la performance du perceptron en notant dans une
matrice les réponsesdes cellules pour chaque stimulus. Chaque colonne
correspond aux réponsesdes 10 cellules du perceptron pour un stimulus
donnd Parexemple, la premidre colonne donne les rdponsesdu perceptron
lorsque le chiffre 1 est présen@sur la rétine.

On peut considérer qu'une cellule commet une erreur lorsqu'elle est
active alors qu'elle devrait étre inactive, ou qu'elle estinactive alors qu'elle
devrait détre active. Dans I'exemple présent, on peut relever 51 de ces
erreurs pour I'ensemble des stimuli (ce qui esten accord avec le fait que
les valeurs des synapses sont aldatoires, on doit s'attendre & une valeur
id dale, ou espdrance mathématique, de 50 erreurs). On note en abrégeant
que = 51. On peut remarquer aussi que est une sommedes carrés
d'erreur (parceque 1 = 1;en général, les rdseauxcherchent une solution qui
minimise une somme de carrds, comme dans le modéle lin daire classique
en statistique).

Pour apprendre, le perceptron doit modi®er l'intensit & des synapses
qui entrakent des erreurs. Par exemple, imaginons que le chiffre 1 soit
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présen@sur la rétine lors de la phase d'appr entissage, et examinons la
premidre cellule. Elle devrait éire active mais ne l'est pas. Il faut donc
modi®er l'intensit &des connexions entre la rétine et cette cellule de sortie.
Comme la cellule estinactive et qu'elle devrait étre active, il faut augmenter
lintensit &des connexions qui la relient &des cellules actives de la rétine.
Les cellules actives de la rdtine sont les cellules numéo 3, 8, 13, 18, 23
et 28. L'intensit & des connexions entre ces cellules actives de la rétine et
la premidre cellule de sortie sont respectivementde 03 04 21 13

Olet 22 En utilisant la formule donnée plus haut, avec une valeur

de = 10,on peut trouver qu'il faut changer la connexion de la premidre
cellule en:

= + ( ) = +

= 03+ 10(1 0)1= 03+ 10

= 13

Les autres connexions deviennent 06 31 03 09 et 12

Apr ds une itdration (i.e., aprds apprentissage de I'ensemble des stim-
uli), le nombre d'erreurs tombe &11. Ainsi que le montre la ®gure 3.a., il
faut ndanmoins 25 itérations au perceptron pour apprendre parfaitement
l'ensemble des stimuli. Sil'on décide de modi®erla constante d'appr entis-
sageen fonction de I'it ération, on peut diminuer considérablement le temps



d'appr entissage. Par exemple, une simulation débutant avec une valeur
de dgale & .90 et décroissant  proportionnellement au nombre d'it éra-
tions permet d'atteindr e le résultat ddsirden 5 itérations au lieu de 25. La
ddcroissance du nombre d'erreurs est donnée dans la ®gure 3.b. La ma-
trice de rdsultats devient maintenant (si vous étes famillier avec le calcul
matriciel, vous reconnaissezla matrice identit é):

L'ensemble des connexions estmaintenant donnédans la matrice suiv-
ante (toujours multipli e par 100 et arrondie &l'entier le plus proche):

On peut montrer que lorsqu'une solution existe, le perceptron arrive
Ala trouver (Block, 1962;Minsky & Papert, 1969; Abdi, sous presse;voir
aussi le paragraphe sur les mé@moires associatives).
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X2 A
{0/1}( (1/1)
X1
{0/0} {1/0}
XOR
X2 A
{0/1}( {1/1}
X1
{0/0} {1/0}
ET

L'exemple préoddent le montre, le perceptron est capable d'appr endre @
reconnadre des formes. Mais quelles sont exactement ses capacitds? On
peut montrer que le perceptron ne peut apprendre que dans le cas o les
catdgories & apprendre sont lindaiementsdparables.Le cas particulier le
plus connu de catégories ne possddant pas la propri &éd' ére lin dairement
séparablesestla fonction (appelde aussi exclusif ). La fonction



est une fonction utilis de en logique. Elle revient &dassocierune valeur
de sortie pour deux cellules d'entr @e de la maniére suivante:

00 0
10 1
01 1
11 0

()

Imaginons un perceptron avec deux cellules d'entr de et une cellule de
sortie qui doit apprendre cette fonction. |l possédde deux poids et
qui relient les cellules d'entr ée éla cellule de sortie. Le fait d'associer les
valeurs (1 0) d'entrde & 1 en sortie implique 0 De mdéme, Le fait
d'associer les valeurs (0 1) d'entr de & 1 en sortie implique 0 Or,
pour donner la réponse 0 pour les valeurs (1 1) d'entr ée, les valeurs de
et doivent étreinférieuresou dgal &zéo; ce qui contredit les conditions
préoddentes. Autr ement dit, déslors que le perceptron a appris &associer
la rédponse 1 au stimulus (1 0) ou au stimulus (0 1), il donnera toujours la
rédponse 1 au stimulus (1 1). Il estdonc impossible de trouver un ensemble
de valeurs  permettant &un perceptron d'appr endre la fonction

De manidre géndrale, catdgories d'objets dans un espaced dimen-
sions (avec ) sont lin dairement séparables si on peut trouver (1)
hyperplans &( 1) dimensions les séparant. Dans le cas particulier d'un
perceptron &deux cellules d'entr ée, et une cellule de sortie, deux catégories
sont lin dairement séparables si et seulement si on peut séparer les deux
catdgories par une droite. Par exemple, comme le montre la ®gure 4.a.,la
fonction n'est pas lin dairement séparable puisqu'il n'est pas possible
de tracer une ligne telle que les sommets [0 0] et [1 1] soient d'un méme
cdtdde la ligne et les sommets [1 O] et [0 1] de l'autr e. En revanche, la
fonction , avecla table de véritésuivante:

00

O O O

10
01
11

()

est lin dairement séparable, puisque I'on peut tracer une droite qui sépare
les objets devant avoir une valeur de sortie de 1 des objets devant avoir
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une valeur de sortie de 0 Remarquons, en®n, que le perceptron impl émen-
te la méthode statistique de l'analysediscriminantepour le cas particulier
oW les valeurs d'entr @essont des valeurs binaires.

La notion de probldme lindairement séparable ne mérite peut-étre pas
limportance qui lui a &daccordde. Une critique, jugde majeure nagudvre,
addresse au perceptron était qu'il ne peut classi®erdes objets que lorsque
les classessont lin dairement séparables. En particulier, comme on vient
de le montrer ci-dessus, le perceptron ne peut apprendre la relation

En fait, le perceptron peutapprendre cetterelation si elle est proprement
codée. Il suf®t, en effet, d'utiliser 3 cellules d'entr ée au lieu de 2, et de
présenter & la troisidme cellule le produit des deux autres. Le probldme
revient, ainsi, dapprendre la relation (ternaire) suivante:

O+ O
= —k O O
m O O O
O O

()

(la troisidme colonne s'obtient par multiplication des deux premidres).
Une fois ce recodage effectud, un perceptron avec 3 cellules d'entr de
et une cellule de sortie peut rédsoudre le problédme posd Par exemple,
'ensemble de poids suivant donne l'association correcte (avec un seuil
=0):
=1 =1 = 2 ()

Cet exemple montre qu'un probldme non-lin dairement séparable peut, gré-
ce &un recodage appropri & étre transforméen un probldme lin dairement
sdparable. De cefait, le problédme important en pratique estcelui du codage
du probldme drdsoudre plus que le probldme de I'ar chitecture spéci®que
du réseaude neurones.

Une autre méthode pour résoudre des problédmesnon-lin dairement sé
parables est de créer des réseauxavec plusieurs couches. Rosenblatt avait
dédjdremarqud, en 1962,qu'un perceptron avecune couche suppl @émentaire
interposdeentre la rétine et la cellule de sortie pouvait rédsoudre le probléme



w=.6 W= 1
W=-2

cellule de
sortie

cellule
interne

couche
externe

Par exemple, un perceptron avec deux cellules d'entr ée, une cel-
lule cachde, une cellule de sortie, et des connexions comme indiqu des ci-
dessous arrive &impl dmenter la fonction (on ®xe dgal 40 pour la
cellule de sortie; pour la cellule interne, est ®xA#é1):

Comme on peut le véi®er sur la ®gure 5 et dans le tableau 1 ci-dessous, la
cellule interne (ou cellule cachée) effectue la multiplication (correspondant,
donc, au logique) des deux cellules d'entr de. Puis, elle transmet le
résultat de la multiplication @la cellule de sortie.
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Ainsi que le remarquaient, Minsky & Papert (1969),le probléme avec
les cellules cachdes est de trouver un moyen de leur faire modi®er l'int-
ensité de leurs connexions par apprentissage. En 1969, lorsque ces au-
teurs publidrent leur livre Perceptons , il n'y avait pas de procédure
disponible. lls en conclurent (trop rapidement !) qu'il n'en existait prob-
ablement pas. Comme d'habitude quand on prédit que quelque chose
n'existe pas, d'autr esfont exprésde montrer qu'on atort. Et donc, depuis,
on a trouv@plusieurs procédures pour faire apprendre la couche interne
en fonction de I'erreur du systédme. La plus céldbre est la rétro-propagation
(pour l'anglais back-popagation), ddcrite plus loin, en ®n de chapitre.

Dans les paragraphes qui suivent, on utilise la notation matricielle qui
permet une dcritur e compacte des formules. Une intr oduction &cesnotions
orientde vers les rdseauxde neurones setrouve dans Jordan (1986),et dans
Abdi (sous presse).

Les stimuli sont représentds par desvecteursd'ordre 1 notds dont les
composantescodent la valeur des descripteurs des stimulis, ou, de maniére
dquivalente, indiquent la valeur d'entr éepour chaque unit& On admet, en
géndral, que les vecteurs sont de norme unité Les réponsesdu systédme
sont représentdespar des vecteurs d'ordre  1notds . L'ensemble des
stimuli est reprédsen® par une matrice  d'ordre dans laquelle
la -idmeligne est . L'ensemble des réponsesestreprdsentpar une
matrice  d'ordre dans laquelle la -idme ligne est . La matrice
de connexions est notde . La rdgle d'appr entissage (dite régle
de Hebh 1949)dans ces systédmes stipule que les connexions changent de
manidre proportionnelle au produit de I'entr deet de la sortie. Par exemple,
sil'on considére I'association entre le -idmestimulus etla -idmerdponse,
la connexion entre la cellule d'entrde et la cellule de sortie sera
proportionnelle & . Pour simpli®er, on admet que la constante de
proportionalit dest 1. Pour associerle -idmestimulus dla -idme réponse,
on construit la matrice:

= ()



Pour obtenir la rédponse assocée au -idme stimulus, on post-multiplie la

matrice par , la réponse obtenue est notée A. On vé&i®e que A
dgale

A = = = ( )
Pour associerplusieurs stimuli &plusieurs rédponses,on somme les diff é
rentes matrices . On obtient, ainsi, la matrice

= = = ( )

La réponse assocée au -idme stimulus s'obtient par:

A = = = + cos( ) ()
Note: lorsque qguels que soient = [i.e., = Q et donc
cos( ) =0alors A = . A®n destimer la qualité&de l'association,

il suf®tde comparer la réponse obtenue (A ) dla rdponse attendue (), la
mesure la plus populair e dtant cos(A ).

Les méAmoiesauto-associativesonstituent un cas particulier de ce moddle,
lorsque stimuli et réponses constituent un seul ensemble (représent par
la matrice ). La matrice  estalors dgale & . Elle correspond &une
matrice de produits-croisds comme celles que l'on rencontre dans les
analyses de corrdlation. Lorsque I'ensemble de stimuli n'est pas orthog-
onal, la mémoire sera sujette & des faussesreconnaissances ou, si l'on
préfdre, la mémoire reconstituera parfaitement des stimuli qui n'ont pas
dtd stockds. Cesstimuli dé®nis par ' dquation:

= avec: =1 ( )

sont les vecteurspropresde . lls peuvent s'interpr éter comme les com-
posanteprincipalesdes stimuli (i.e.,I'analyse duale de celle pratiqu de géné:
ralement, on rencontre parfois le terme de Q-analyseencomposantegrinci-
pales, Cf. Kerlinger, 1986). lls peuvent s'interpr éterbdans un cadre plus
psychologiqgueDcomme des prototypes ou des maco-caradfristiques

(Cf. Anderson, Silverstein, Ritz, & Jones,1977;Anderson & Mozer, 1981,
Abdi, 1988;0'Toole & Abdi, 1989;0'Toole, Deffenbacher, Abdi & Bartlett,

1991).
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Pour amdliorer la performance de la mémoire (i.e.,pour augmenter le cos-
inus entre les et les A) on peut utiliser différentes procédures d'ap-
prentissage qui n'utilisent que l'information accessiblelocalement par les
connexions. La plus populair e d'entre elles, déjé décrite pour le percep-
tron, est celle de Widrow-Hof f (alias régle Delta, Cf. McClelland et al.,
1986). Cette procédure est itérative, elle corrige I'dcart entre la réponse
obtenue et la réponse attendue. Dans le cas général elle s'écrit:

= + ( ) ()

avec : matrice Al'dtape ; : une constante positive arbitrair e; et

dtant choisi aldatoirement. En général, cette procédure peut demander
un nombre considérable d'it drations pour converger vers un état stable.
On peut montrer (Abdi, sous presse)que cette procédure d'appr entissage

ne dépend que de la matrice des valeurs propres de , notde , des
vecteurs propres de (notds ), des vecteurs propres de (notés

), de etde . PrécisAment, peut s'exprimer comme:
= ) ( ) ()

On peut voir, d aprés cette dquation, que lorsque  satisfait:
0 2 (avec étant la plus grande valeur propre), ( )

la procédure d'appr entissage converge vers (Cf. Kohonen, 1984):

= ouk dénote la pseudo-inverse de . ()

Dans le casd'une mémoire auto-associative, cette procédure converge vers:

= = avec: matrice des vecteurs propresde . ( )

Cequi revient & sphériciser la matrice (i.e.,Aimposer aux valeurs pro-
presnon-nulles d'dire dgalesé1). De cefait, la notion de vecteur et valeur
propres est centrale pour l'analyse de cessystédmes[on notera, au passage,
que le seul chapitre de mathdmatiques dans I'ouvragebd @& classiqueb
en deux volumes de Rumelhart & McClelland, (1986), est consacr & une
intr oduction @l'alg dbre lin daire].



Les mémoires associatives lin daires fournissent des vecteurs dont les ré

ponsessont desvecteurs dvaleurs dans . Anderson (Anderson etal., 1977;
Anderson & Murphy 1987), Hop®eld (1982, 1984) dtudient le comporte-

ment de mémoires (auto-associatives) lorsque les stimuli et les rédponses
sont des vecteurs & valeurs dans 0 1. Le moddle de Anderson est

généralement connu sousle nom de modéle Brain Statein aBox (BSB;Cf.,

aussi, Proulx, cevolume). Lesdeux formulations semblent dif fédrentes mais

sont fondamentalement semblables. L'appr oche de Hop®eld a stimul &
lint érét de plusieurs thdoriciens et son modéle est souvent relidaux con-

cepts de la physique des solides qui traduisent son moddle en termes

de machinesde Boltzman ou de champsal@atoies markoviens(Markov Ran-

dom Fields). Ces mémoires auto-associatives se comportent comme des

mémoires auto-adressables. C'est & dire que le fait de ne donner qu'une

partie d'un stimulus stocké entrafie comme réponse le stimulus entier

(ou reconstitud). Cette propri é&éddistingue les mémoires non-lin daires des

mémoireslin daires. En effet, comme I' équation le montr e, une mémoire
lin daire rédpond en fonction de la proximit &(i.e., du cosinus) de I'ensemble

des stimuli stockds. A l'inverse, une mémoire non-lin daire répond au stim-

ulus enfonction du plus prochevoisin (au sensde la distance de la dif férence

symétrique) de ce stimulus parmi les stimuli stockés.

(Rappel: cet exemple concerne des mémoires auto-associatives pour les-

quelles I'ensemble de stimuli est le méme que I'ensemble de réponses).
Le -idme stimulus estreprédsen®par un vecteur d'ordre 1 notd , &
valeursdans 01, estun 1 vecteur dvaleurs dans , avec : seuil
pour l'unit & . A partir des vecteurs , on dé®nit des vecteurs recodds

=(2 ) (i.e.,les valeurs 0 sont remplacdespar 1). ()

La matrice s'obtient ici par:

La récupdration de l'information s'obtient par étapes:
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Initialisation: mettrele paramétre = 1( donne le numévo de I'it ération

en cours). Mettre dgal &
Soit A = (Nota Bene lorsque = 1, cette dtape correspond
au rappel pour une mémoire auto-associative lin daire).
Soit
=1 ssiA
=[ 1 =1 avec . ()
=0 ssi A

(cette procédure revient &mettre la valeur 1 pour les cellules qui ont
une activation supérieure au seuil d'activation, et Amettre la valeur 0
pour lescellules qui ont une activation inf@ieure au seuil d'activation).

Comparer et . Si = , changer en +1 et itérer

la procédure dpartir de I'dtape . Si = (ou :
si on veut utiliser une approximation), alors on a trouvéune réponse
stable du systéme, et on arréte le calcul.
Les réponses stables constituent les attracteurs de la mémoire. On peut
montr er (Hop®eld, 1982,1984;Pour le mod éle BSBd'Anderson, Cf. Golden,
1986) que cette procédure revient drechercher le vecteur @valeurs dans
0 1 minimisant une énegie notde

= + ()

en partant de et en utilisant la technique de la plus profondedescente
(lorsque cette fonction décroA & chaque étape, elle est appelde fonction
de Lyapounovdu systéme, Cf. Sénchez, 1968; Luenberger, 1979; Beltrami,
1987;Seydel, 1988;Perko, 1991).

Le minimum ainsi obtenu par la mémoire est un minimum local Pour
essayerd augmenter la possibilit dd'obtenir un minimum globala\partlr de
ces mémoires, on peut utiliser une formulation |dgérement dif férente en
termes de machinesle Bolzmann ou, ce qui est dquivalent (Cf., Moussouri,
1974;Geman & Geman, 1984;Ackley, 1988),en termes de champsnarkovien
aldatoies Cesmémoiresreviennent dutiliser lestechniques dites de recuit
simuld (Cf. Kirpatrick, Gelatt & Vecchi, 1983;Siarry & Dreyfus, 1988;Aarts
& Korst, 1989).



Les machines de Bolztmann correspondent & une variation sur le thédme
des mémoires de Hop®eld. On esquisseci-dessousles dldments essentiels.
Une discussion détaillde se trouve dans Ackley et al. (1985), Hinton &
Sejnowski (1986),un moddle similair e est décrit sous le nom de thAoriede
I'Harmonie par Smolensky (1986).
On dé®nit la diffrenced'dnegie localea I'unit & pour la con guration

par:

= (avec : -dmecolonne de ) ()

Ce qui revient dcalculer, pour un vecteur donnd la dif férence d' dnergie
lorsque la -@me unit@passede la valeur 0 &la valeur 1. La procédure de
récupération peut s'appliquer localement désl'étape 1. On décide alors de

mettre A dgal 41 avec la probabilit &

=1 ()

1+
od estune valeur réelle correspondant dla température du sytdme.
Une conséquencede cet algorithme fournit une formule simple pour com-
parer la probabilitdde deux états et , d'dnergie et . Le rapport
des probabilitds est donnd par la distribution de Gibbs ou de Bolzmann
(suivant les préfdrencespour les appellations):

Intuitivement, la fonction de la température permet au systédme d' é
viter les minima locaux. A hautes températures, le systdme peut facile-
ment passer d'un état & l'autr e (et dviter ainsi un minimum local), mais
il peut aussi rebondir dun dtat d'dénergie faible & un dtat d'dnergie
supdrieure (et laisser passer un minimum local meilleur qu'un autre).
La stratdgie (cousine du bricolage) est géndralement de débuter la pro-
cddure @& haute température, puis de la réduire progressivement. Cette
manidye de faire correspond en physique au refroidissement d'un verre ou
d'un cristal o les atomes doivent se placer en fonction de I'état de leur
voisins. Plus la température est dlevée, plus facilement un atome peut
changer sa con®guration, lorsque la température décroA, les contraintes
imposées par les atomes voisins agissent plus fortement sur I'état d'un
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atome donnéd On emploie souventbpar analogie avec la physique des
particulesbla notion de spin lorsque les atomes ne peuvent adopter
que deux @états: haut et bas(Cf. les moddles neuro-mim étiques de Little &
Shaw, 1974). Les simulations informatiques indiquent que cette maniére
de faire donne des rdsultats satisfaisants. Les principales applications de
ces techniques sont la reconstitution d'images (Geman & Geman, 1984),
ou plus géndralement, les problémes avec de nombreuses contraintes lo-
cales & satisfaire simultan ément (Cf. Kirpatrick et al., 1983), comme par
exemple la vision stérdoscopique (Cf. Schyns, ce volume), ou la reconnais-
sancede formes (Cf., entre autres, Pao, 1989; Fukunaga; 1990; Carpenter
& Grossbeg, 1991;Quinlan, 1991;Schalkoff, 1991).

A l'origine, un desproblédmesdu perceptron éplusieurs couchesétait de ne
pouvoir apprendre érdsoudre des probldmesnon-lin dairement séparables,
comme, par exemple, la relation binaire . Depuis, plusieurs procédures
ont étd trouvdes permettant aux cellules de la couche interne de modifer
leurs connexions en fonction de I'erreur du systédme. La procédure la plus
céldbre est connue sous le nom de rétro-propagation(pour l'anglais back-
propagation), ou de reglede Widrow-Hoff généralisdeou de regleDelta. Elle a
étd tout d'abord, trouvéeen 1969par Bryson & Ho, puis (ind @pendamment)
en 1974par Werbos, mais est restée largement ignor ée. Elle a dtédreddécou-
verte vers la ®ndes anndesquatre-vingts par plusieurs chercheurs (Le Cun,
1986; Parker, 1985;Rumelhart, Hinton, & Williams, 1986).

Un réseauutilisant la technique de rétro-propagation de I'err eur com-
porte une couche d'entr e, une couche de sortie, et au moins une couche
(dite cacl®g interm édiaire entre la couche d'entr ée et la couche de sortie.
Pour faciliter I'expos@considérons un rdseauavec une seule couche cachde
(s'il y a plusieurs couches cachdes, il suf®t de remplacer dans ce qui suit
le terme couchealesortiepar le terme couchecachesuivante. Le diagramme
d'un réseauavec une couche cachée est donnédans la ®gure 6 (avec les
notations détaill desci-dessous).

L'id de essentiellede la rétro-propagation estremarquablement simple.
Les cellules de la couchede sortie calculent I'err eur entre la réponsedonn de
et la réponse ddésirde et ajustent l'intensit & des connexions comme pour
une mémoire auto-associative normale (mais, non-lin daire), en utilisant la
régle de Widr ow-Hof f. Ensuite, I'err eur est propagée en sensinversede la
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couche de sortie &la couche cachée (en utilisant les connexions reliant les
cellules de la couche cachde & la couche interne). Puis, les cellules de la
couche cachde modi®ent @ leur tour lintensit & des connexions les reliant
aux cellules de la couche d'entr de de manidre drdéduire I'err eur.
De maniére plus technique, soit un rédseau de neurones avec une
couche d'entr ée, une couche cachée et une couche de sortie. On note:
le vecteur & @&ldments représentant le -idme stimulus (i.e., la
couche d'entr ée comporte  cellules).
. le vecteur & dldments représentant la rdponsedes  cellules de
la couche cachéelorsque le -idme stimulus est présentéen entrée(i.e.,
la couche cachde comporte  cellules).
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A: le vecteur &4 dldments représentant la rédponse des cellules de
la couche de sortie pour le -idme stimulus (i.e., la couche de sortie
comporte  cellules).

- le vecteur & @ldments représentant la réponse désirde (ou théo-
rique) des cellules de la couche de sortie pour le -idme stimulus.

. la matrice d'ordre des valeurs des connexions reliant les
cellules de la couche d'entr de aux cellules de la couche cachée;
donne la valeur de la connexion entre la -d@me cellule d'entr e et la

-idme cellule de la couche cachée.

la matrice d'ordre des valeurs des connexions reliant les
cellules de la couche d'entr de aux cellules de la couche cachée;
donne la valeur de la connexion entre la -idme cellule de la couche
cachdeet la -idme cellule de sortie.

Pour utiliser la technique de rétro-propagation, la réponsedes cellules
doit dtre une fonction non-lin daire de I' état d'activation de la cellule. En
notant  I'dtat d'activation de la cellule |, la rédponsede la cellule (notde

) sera:

= () ()

I existe plusieurs fonctions satisfaisantes, une des plus fréquentes (et



des plus pratiques) estla fonction logistique(Cf. équation ):

1

n ()

()=

Comme le montr e la ®gure 7, elle posséde la propri étdint é&ressantede rester
dans le domaine [0 1]. En outre, sa dériv@e (utilis @e pour l'appr entissage)
est simple &calculer:

()= 1+ )—()[1 ()] ()
Pour répondre @& un stimulus, le signal est propagd de la couche
d'entr de dla couche de sortie en passant par la couche cachde. A chaque
dtape, la réponse des cellules s'obtient par la fonction logistique (on peut,
dvidemment concevoir des rdseauxavec des fonctions de réponse dif féren-
tes pour chaque couche, mais I'analyse en serarendue plus dif ®cile). Ainsi
lorsque le -idme stimulus est présent® en entrde, le vecteur de réponse
des cellules de la couche cachde est donndépar:

= ) ()
Puis, la réponse de la cellule de sortie est donnée par le vecteur:
A= () ()

La technique de rétro-propagation, estune technique d'appr entissage
supervisée (i.e., pour apprendre, le réseaudoit connadre la réponse qu'il
aurait d donner). Elle modi®e l'intensit & des connexions de manidre &
diminuer lintensit & de I'erreur commise par la cellule pour la réponse
considérde. La procédure de prise en compte de l'err eur estla méme pour
toutes les couches, mais I'estimation du signal d'erreur dif fédre suivant les
couches.

Pour les cellules de la couche de sortie, I'erreur est dvalude en com-
parant la rédponse donnde par la cellule avec la réponse thédorique. Le
vecteur d'erreur pour le -idme stimulus vaut donc

=( A) ()

Le signald'erreur prend en compte I'err eur commise par la cellule et I' état
d'activation de la cellule. Pour la couche de sortie, il est dé&®ni comme
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= () ()=A ( Ay ( A ()

avec indiquant le produit terme &terme des vecteurs (ou produit de

Hadamar, Cf. Searle,1982;Horn & Johnson, 1985),et un vecteur unit &

La procédure d'appr entissage généralise la procédure déjdvue dans le cas

lin daire, la matrice de connexions est corrigde par itérations. A I'étape
+1, devient:

=+ =+ ()

( dtant choisi aldatoirement, et dtant un nombre réél positif, Cf. para-
graphe sur la régle de Widr ow-Hof f pour le perceptron et pour les mémoires
associativeslin daires).

Pour les cellules de la couche cachée, le signal d'erreur ne peut étre
@dvalud par comparaison avec une valeur iddale. Il est estimé& comme
une fonction du signal d'erreur en provenance de la couche de sortie et
de l'activation des cellules de la couche cachde. Précisdment, le vecteur
donnant le signal d'erreur pour les cellules de la couche cachée s'obtient
comme:

= ) ( )= ) | ) ()

Comme on le voit, le signal d'erreur s'obtient en propageant l'err eur de
la couche de sortie &la couche cachde (par I'op ération ) ce qui
correspond au sensinverse de la propagation du signal lorsque la mémoire
donne une réponse en rédponse & une stimulation. L'appr entissage pour
la couche cachde se déroule, ensuite, de manidre similair e & celui de la
couche de sortie. La matrice de connexions  est corrigde par itéations.
A I'dtape +1, devient:

=+ =+ ()

Cette procédure minimise le carrdde I'erreur @ chaque dtape (lorsque
est convenablement choisi). Elle converge vers un minimum local. On
montre dans le paragraphe suivant que la rétro-propagation correspond
Ala procédure, classique en optimisation, de recherche de minima d'une
fonction par la technique du gradient.



La méthode du gradient (ou methode de la plus profonde descente )
est une technique relativement classique en optimisation lin daire et non-
lin @aire (Cf. Pierre, 1969;Ciarlet, 1986; Strang; 1986; Fletcher, 1987).

L'id de générale de cette technique consiste & chercher le minimum d'une
fonction de plusieurs variables ou paramdires par itérations successives.
Le gradient d'une fonction matricielle est dé®ni comme la matrice des
déviv des partielles de cette fonction. En supposant que les valeurs des
paramdtressont stockdesdans une matrice , et que la fonction &minimiser
est = (). L'algorithme seddroule comme suit:

Choisir arbitrair ement les valeurs pour = 0 (de manidre

aldatoire, en régle gédnérale).
Calculer le gradient de (not& ):

NSRS ()
i Corriger en direction inverse dAu gradient de (avec
dénotant la constante de proportionnalit &):
= + = = () ()
Continuer les dtapes et  tant que I'écart entre et

est jugdimportant.

Pour un réseauutilisant la rétro-propagation, la fonction @&minimiser
est une fonction quadratique de l'erreur. La fonction d'erreur pour la
-idme réponse est d&®nie comme:

=-( Ay ( A)= +AA 2A ) ()
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Pour la couche de sortie, on cherche & modi®er les valeurs de . Le
gradient de  par rapport & secalcule en utilisant la régle de ddrivation
des fonctions composdées (rédécrite en notation matricielle, Cf. Magnus &
Neudecker, 1988;Mardsen & Tromba, 1988):

~

A
= =K ()
En dvaluant chacun des termes on trouve
= A
X ( ) ()
et [avec dtant la fonction logistique, et A = ()]
A . -
—=A ( A) ()
Puis:
— = ()
La correction dapporter & &l étape estdonc proportionnelle &
=( Ay A ( A) = ()

En utilisant comme constante de proportionalit & et en transposant on
obtient:

= ()

comme indiqu &dans I' dquation



Pour la couche cachée,on cherche dmodi®er lesvaleurs de . Le gradient
de par rapport &  se calcule en utilisant la régle de dérivation des
fonctions composé@es:

A

= :A ()

Lesdeux premiers termes sont déjdconnus (Cf. dquations et ), ils cor-

respondent & . En dvaluant chacun des autres termes on trouve:
— = ()

et [avec dtant la fonction logistique, et avec = ( )
— = ( ) ()

puis, ®nalement:

La correction dapporter & &l étape est donc proportionnelle &

= «c ) = ()

En utilisant comme constante de proportionnalit &et en transposant on
obtient:

comme indiqu &dans I' dquation
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La rdgle d'appr entissagede Widr ow-Hof f utilis depour les mémoireslin dai-
res impl dmente, elle aussi, la méthode du gradient, et, ainsi, la méthode
de rétro-propagation représentebien une généralisation du perceptron. En
utilisant les notations du paragraphe préoddent, la fonction  qui donne la
rédponse de la cellule en fonction de son dtat d'activation prend une forme
particuli &ement simple (Cf. dquation ):

= ()= ()

La rdponse de la mémoire pour le stimulus s'obtient par I'dquation
rappel @e ci-dessous:

A =
La fonction d'erreur pour la -idme réponserestela méme que celle dé®nie
par I'@quation |, rappel@e ci-dessous:

=—( Ay ( A)=- +AA 2A )

On veut modi®er les valeurs de  de maniére & minimiser l'erreur. Le
gradient de  parrapport & secalcule enutilisant la régle de dérivation
des fonctions composées:

A

= = A ()

Comme préoddemment (Cf. dquation ), on trouve pour le premier terme
Adroite de I'équation:

= ( A

p!

etflavecA = ( )= ], le second terme devient:
A
—=—= ()

La correction dapporter & &l étape est donc proportionnelle &

= —=( A) ()



En utilisant comme constante de proportionnalit &et en transposant on
obtient:

=( A) = ( ) ()

comme indiqu &dans I' dquation . Ainsi, la régle d'appr entissagedu per-
ceptron estun casparticulier de la ré&ro-propagation (sanscouche cachée!
et avec une ré@ponse lin @aire).

La rétro-propagation a probablement &dé une des causesrécentesdu re-
gain d'int &dt pour les réseauxde neurones. Une des principales qualit és
de cesrdseauxestde pouvoir impl émenter des classi®cationsde probldmes
non-lin daires. En outre, les couches cachdes peuvent parfois s'interpr dter
comme développant une représentationdu probldme posd, et cettereprésen-
tation en elle-méme peut-dtre objet d' éude.

La rétro-propagation estprobablement &la basedu plus grand nombre
des applications récentesdes rédseauxde neurones (Cf. Maren, Harston &
Papp, 1990, p.93), comme, par exemple, la reconnaissancede phonémes,
la lecture de textes par ordinateur, la reconnaissancede chiffres écrits, etc.

N danmoins, la rétro-propagation ne saurait prétendre étre une panacée.
D'une part, il estdif®cile de trouver un équivalent neuronal de cette tech-
nique. Enoutre,samise en uvr eexige souvent destemps d'appr entissage
tréslong qui rende son application prohibitive pour de nombreux probldmes
de taille raisonnable. En®n, cette technique ne peut s'appliquer que pour
des probldmes de classi®cation o les bonnes réponses sont connues (i.e,
elle ne s'applique que pour des apprentissagessupervisés).



Ce chapitre présenteles outils de basede la boAe doutil de la moddlisa-
tion connexioniste. Bien dvidemment, je n'ai fait dans cesquelques pages
qu'ef eur er le sujet. Cevolume permet de compl dter cette intr oduction par
de nombreux exemples d'application et par d'int dressantsdéveloppement
thdoriques.

En fait, il devient de plus en plus ddlicat de prétendre couvrir un do-
maine aussi vaste et en rapide évolution comme la moddlisation connex-
ioniste (Cf., ndanmoins, pour quelques intr oductions récentesparmi beau-
coup d'autr es, Aleksander & Morton, 1990;Hecht-Nielsen, 1990;Kampf &
Hasler, 1990;Khanna, 1990;Muller & Reinhardt, 1990;Perez, 1990; Simp-
son, 1990; Zeidenberg, 1990; Anderson et al., 1991;Bechtel & Abrahmson;
Freeman & Skapura, 1991; Hertz, Krogh & Palmer; 1991; Levine, 1991,
Quilian, 1991; Abdi, sous presse). Ceci est d'autant plus vrai, que cette
approche s'étend de la psychologie dla physique des systédmescomplexes
(e.g., Fogelman-Soulid, 1985; Serra & Zanarini, 1987; Goles & Martinez,
1990; Weisbuch, 1991), en passant par les sciencesde l'ing énieur et le
traitement du signal (e.g., Widrow & Stearns, 1985; Catlin, 1989; Soucek,
1989; Garner, 1990; Kosko, 1991, 1992), sans oublier les neuro-sciences
(e.g., Mac Gregor, 1987; Amit, 1989). Il reste & voir si la communaut @&
psychologique seracapable d'int égrer et de maAriser cesnouveaux outils
conceptuels qu'elle a contribu & @ créer et de les utiliser pour poser des
guestions pertinentes de psychologie et pour proposer des solutions.












